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对 习题 的 广泛 而 深入 的 研究 是 当代 中 国 数学 教育 的 一 大 和 性 
色 , 但 人 们 的 注意 力 似 乎 集中 于 解法 方面 , 其 实 对 于 一 个 数学 教师 
来 说 , 从 数学 习题 的 功能 、 结 构 , 方 法 等 理论 间 题 上 深入 探讨 , 力 是 
提高 素质 和 职业 技能 的 更 为 重要 的 方面 ,名 使 是 解法 , 常 所 高 层次 
的 解 题 策略 也 出 掌握 低层 次 的 具体 解法 意义 更 大 ， 笔者 深 感 ， 在 
我 国 丰 宽 的 解 题 实 践 基础 上 ， 对 数学 习题 的 有 关 理 论 问 题 进 行 反 
思 , 通过 妇 纳 、 分 析 、 批 判 等 方法 ， 形 成 系统 的 学 问 , 这 不 仅 是 提 商 
数学 教师 的 理论 水 平和 实践 能 力 的 迫切 机 求 ， 也 是 才学 教育 理论 
从 一 般 邯 育 理 论 中 分 窗 出 来 ， 形 成 独立 的 科学 体系 的 一 种 历史 的 

本 书 芭 映 了 笔者 自 1983 年 以 来 就 数学 习题 理论 方面 所 进行 
的 研究 工作 , 这 上 旦 工作 的 不 足 的 源 驯 是 我 国 60 万 中 学 数学 教师 的 
辛勤 劳动 ， 本 书 的 主要 肉 容 曾 在 浙江 教育 学 院 经 过 五 年 的 教学 实 
践 的 检验 ， 笔 者 要 特别 感谢 浙江 教育 学 院 对 形成 和 出 版 本 书 的 一 
贯 的 鼓励 和 支持 ， 必 须 提 到 的 是 ， 本 书 第 三 章 第 四 匠 是 御 者 与 时 
承 权 副 教授 共同 研究 的 成 果 ; 对 于 第 五 章 的 内 容 , 章 建雄 副教授 曾 
提供 了 不 少 精 腑 的 见解 和 有 益 的 建议 ， 至 于 本 书 所 引用 的 众多 的 
成 果 , 我 们 就 总 难 对 有 关 的 作者 一 一 致谢 了 ， 

救 学 习题 理论 是 一 个 新 的 丹 您 ， 这 个 禄 念 的 内 涵 和 人 外延 目前 
尚未 得 到 国内 外 专家 的 探讨 ， 笔 者 深 知 目前 所 建立 的 理论 锻 架 是 
初步 的 ， 不 完善 的 ， 但 是 形 获 妈 需 要 过 使 我 们 不 得 不 先 任 邦和 巷 之 
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第 一 童 引 论 


数学 习题 理论 (Mathematfioal Exercise Theory) 本 关于 研究 
数学 习题 的 荔 能 , 结 枸 ,方法 等 规律 性 知识 的 学 问 ， 


第 一 节 ”建立 数学 习题 理论 的 必要 性 


数学 , 由 于 它 具 有 广 证 的 应 用 价值 .日 越 药 智 力 价值 和 深刻 的 
文化 价值 ， 因 此 在 基础 教育 中 占有 特殊 重要 的 地 位 .在 中 学 葛 数 
学 教育 中 ,主导 的 内 容 不 是 那些 正在 发 展 中 的 现 民 数 学 分 支 , 而 是 
在 人 类 文化 宝库 中 业已 形成 的 数学 思想 、 知 识 和 方法， 在 数学 教 
育 活动 中 ，“ 解 题 " 是 最 基本 的 活动 形式 .元 论 基 学 生 的 数学 概念 
的 形成 、 数 学 命题 的 掌握 数学 方法 和 技能 技巧 的 获得 ， 还 是 学 生 
窜 妃 的 培养 和 发 展 ， 阁 必须 通过 “ 解 题 “ 解 题 * 也 是 评价 学 生 的 
若 识 和 发 展 水 平 的 主要 手段 ， 现 代 的 中 学 数学 课本 都 无 例外 地 本 
置 大 量 的 例题 和 习题 ， 祭 元 庆 认 为 : “习题 是 中 学 数学 课本 中 的 重 
聂 组 成 部 分 .习题 配备 得 好 不 好 ， 直 接 影 响 到 学 生 学 习 质 莉 的 高 
低 ， 许 多 优秀 中 学 数学 教师 芍 教 学 质量 所 以 高 ， 一 部 分 原因 也 是 
由 于 习题 选择 和 处 理 得 从 当 ,”(< 教 学 通报 ? 1980 年 第 3 期 第 6 
页 .) 在 某 些 筷 况 下 ， 解 题 训练 的 需要 甚至 决定 了 课程 和 课本 内 容 
的 取舍 , 如 欧 几 里 得 几何 , 虽然 在 科学 发 展 上 它 是 古老 的 ， 但 是 由 
于 它 的 智力 价值 , 能 提供 不 同 难 易 程度 的 智力 训练 的 题目 , 因此 尽 
管 近 百 余年 以 米 , 从 英国 的 大 数学 家 西 尔 维 斯 特 (J. J,Bylvestier) 、 
布尔 巴 基 学 派 的 创始 人 之 一 迪 密 内 坷 . 4. Dieudonn6)， 到 某 

1， 


些 中 国 数学 家 都 曾经 主张 在 中 学 数学 课程 中 气 弃 欧 几 里 得 几何 ， 
但 是 迄今 为 目 ， 我 们 仍然 没有 找到 理想 的 代替 物 ， 欧 有 几 里 得 几何 
在 目前 我 属 的 中 学 数学 课 得 中 依旧 占 亨 其 重要 的 位 置 

我 同 中 学 数学 界 普 沉重 视 解 题 , 特别 是 近 十 年 米 , 在 高 考 制度 
的 引导 下 , 解 题 方法 的 车 究 成 果 相 当 可 观 , 其 中 相当 一 部 分 已 初 具 
理论 形 神 , 不 少 学 者 和 教师 , 已 经 从 解法 的 分 类 深入 到 解 题 策略 和 
思维 过 程 的 探求 ， 数 学 习题 的 一 般 理 论 , 如 数学 习题 的 科学 性 、 数 
学 习题 的 编制 .数学 习题 的 错误 分 析 . 数学 习题 的 评价 、 客 观 狂 习 
题 等 也 有 一 定 的 发 展 ， 沁 其 是 1978 年 恢复 数学 并 赛 以 后 , 对 觉 赛 
命题 的 研究 推动 了 数学 习题 型 论 的 发 展 . 但 是 我 们 必须 看 到 , 也 有 
相当 一 部分 中 学 数学 教师 沉 缅 于 解 题 之 中 ， 忘 记 了 “解答 数学 的 
习题 本 身 不 是 目的 , 而 上 只是 一 种 训练 手段 "(I 了 , 弗 里 德 曼 )， 这 
种 情况 ,其 危害 性 正如 柯 朗 (R. Couran 芒 所 说 , “数学 的 教学 , 逐渐 
流 于 元 意义 的 单纯 的 演算 习题 的 训练 , 固然 , 这 可 以 发 展 形式 演算 
的 能 力 , 但 却 无 助 于 提高 独立 思考 的 能 力 ， ”我 们 甚至 可 以 说 ， 不 
能 正确 地 对 待 解 题 , 将 学 生 的 手脚 束缚 在 题 海 之 中 , 这 是 当前 中 学 
数学 教学 中 重 待 解 奖 的 问题 ， 

再 让 我 们 来 看 几 件 事 ， 

1 目前 我 国 三 十 种 以 上 的 以 中 学 数学 教育 为 主要 六 客 的 报 
刊 .杂志 中 , 数学 习题 文章 所 占 的 比 镜 最 大 . 1980 年 , 根据 张 友 余 纺 
的 < 中 国 中 等 数学 文摘 > (陕西 科学 技术 出 版 社 1938 年 8 月 第 1 
版 ) 辑 录 的 当年 中 学 数学 教育 文献 共 2140 条 , 到 1986 年 , 仅 据 28 
种 中 学 数学 专业 期 刊 统计 , 发 表 的 文章 就 有 3625 篇 ， 如 果 加 上 其 
他 散 见 丁 各 种 报刊 杂志. 书籍 之 中 的 文章 , 则 不 下 5000 篇 ， 在 这 
大 量 章 文献 中 有 哪些 数学 习题 理论 方面 的 成 果 ? 有 哪 些 数学 习题 
的 资料 经 过 整理 可 以 上 升 刘 理论 ? 目前 这 类 文章 是 究 罕 无几， 

2. 让 地 区 性 甚至 全 国 性 的 州 物 、 书 籍 和 试题 中 不 断 出 现 错 
和 这 


题 , 屡 批 不 绝 ; 在 不 应 出 现成 题 的 场合 , 如 数学 况 赛 试题 ,高 性 种 中 
考试 题 中 的 灵活 题 , 展 次 出 现成 题 . 这 些 现象 污 其 说 十 有 关 人 员 的 
朴 级 ， 还 不 如 说 是 有 关 人 员 缺 少 评价 习题 科学 性 的 理论 和 网 制 数 
学 习题 型 论 约 插 导 ， 

3. 人 和 部 认识 到 , 解 题 是 数学 教师 的 基本 功 , 但 是 目前 在 高 
等 师范 院 校 的 课程 中 ， 在 教师 的 岗位 培训 中 却 缺 乏 对 这 种 基本 功 
的 系统 训练 , 教师 只 能 从 零散 的 解 题 实践 中 ， 遂 渐 地 积累 和 形成， 
一 旦 在 教学 中 知 权 对 学 生 进 行 指导 时 , 便 感 到 站 身 理论 上 的 不正. 

从 上 述 情 况 来 看 , 对 数学 习题 的 功能 , 结构 、 方 法 等 理论 问题 
进行 反思 , 通过 归纳 、 分 析 、 判 断 等 方法 ,形成 系统 的 数学 习题 理 
论 , 这 不 仪 是 提高 数学 教师 的 理论 术 平 和 实 瞻 能 力 的 迫 避 党 丑 ;也 
是 数学 教育 理论 从 一 般 教育 理论 中 分 离 出 米 ， 形 成 独立 的 科学 体 
系 的 一 种 历史 的 必然 

数学 教育 理论 要 成 为 一 门 独立 的 科学 ， 就 必须 从 本 二 的 特点 
茜 实 殴 经 验 出 发 ,和 运 喇 现代 教学 论 . 坝 代 认 人 并 必 理学 .思维 科学 、 系 
统 科 学 等 现代 科学 成 果 , 通过 科学 的 概括 和 整理 , 真正 达到 一 种 系 
统 的 .规律 的 、 理 性 的 认 织 .本 书 就 是 从 “数学 习题 这 个 领域 , 就 
有 关 的 理论 问题 作出 简要 前 叙述 . 


第 二 让 ”问题 是 数学 的 心脏 


数学 界 曾 经 接受 美国 数学 家 哈 尔 葛 斯 (P. RR. Halmos) 的 下 
述说 法 ; 数学 窜 况 基 由 什 笃 组 成 的 ?是 会 型 ? 定理 证明? 概念 ? 是 
光 ? 理 论 ? 公 式 ? 方 式 ?诚然 , 没有 这 些 组 成 部 分 ,数学 就 不 存在 , 这 
些 都 是 数学 的 组 成 部 分 ， 亿 是 ， 它 们 中 的 任何 一 个 都 不 是 数学 的 
心脏 ， 这 个 观点 是 站 得 住 脚 的 ， 数 学 家 存在 的 主要 理由 就 是 解 题 . 
因此 , 数学 的 真正 的 组 成 部 分 是 问题 和 解 ， 


按 系 统 论 的 观点 , 车 驴 代表 菜 个 主体 , 吾 代 下 某 个 抽象 或 具体 
的 系统 的 集合 , 则 系统 (S， 局 中 集合 吾 称 之 < 题 系统 ”， 如 果 主 体 
接触 总 后 认为 其 爹 部 元 素 、 性 质 及 关系 都 是 他 知道 的 ， 就 称 妃 为 
稳定 系统 , 否则 使 称 为 门 题 系统 ， 问 题 系统 以 总 表示 ， 当 求 某 个 
主体 从 召 申 确定 他 所 不 了 解 的 元 素 、 性 质 和 关系 时 ， 集 合 总 对 该 
主体 就 变 成 了 题 ， 解 题 就 是 将 问题 系统 RB, 转变 为 稳定 系统 . 

从 历史 上 和 看, 成书 于 公元 一 世纪 前 后 的 我 国 辉煌 数学 文献 < 九 
章 算 术 » 就 是 一 本 问题 集 , 其 中 收集 的 方 田 、 粟 米 、 误 分 、 少 广 、 商 
荔 . 均 输 、 惟 不 尾 、 方 称 、 句 服 九 类 共 346 个 问题 几乎 反映 了 当 寺 社 
会 生活 的 各 方面 的 实际 问题 , 记载 了 世界 上 最 先进 的 分 数 四 则 . 比 
例 算法 及 线性 方程 组 的 解法 .我 国 南 宋 数学 家 秦 九 部 所 著 < 数 书 
九 童 > 是 又 一 部 百科 全 书 式 的 问题 集 , 他 将 81 个 问题 分 成 九 类 , 其 
中 包括 对 页 完 的 “ 增 滋 和 方法 高 次 方程 数值 解法 ) 的 发 展 这 样 一 
些 创造 性 工作 ， 这 些 程序 化 的 思想 方法 直至 今日 仍然 是 数学 家 进 
行 研 究 工作 吸取 营养 的 源泉 ， 吴 文俊 说 过 ,; “中 国 古代 创造 了 方程 
术 、 谱 飞 开 方法 等 构造 性 的 方法 , 它 的 数学 基本 上 是 宰 造 性 的 ， 作 
者 众 事 几何 机 器 证 明 的 研究 就 是 在 中 国 古 代数 学 的 启发 下 提出 问 
题 并 想 出 解决 办 法 的 ，2”(< 复 兴 构 造 性 的 数学 p，< 数 学 进 展 > Vol 
14, No. 沪 在 西方 , 成 书 于 公元 前 三 世纪 的 欧 几 里 得 k 原 本 > 已 把 要 
求 作出 图 形 的 命题 和 要 求证 明 的 命题 分 开 ， 并 开 便 了 里 程 碑 式 前 
公理 化 工作 ， 在 演绎 、 算 法 这 两 种 倾向 交替 邮 取 得 主导 地 位 的 西 
方 数学 发 展 过 程 中 , 积累 了 丰富 的 解 题 知识 ， 通过 中 外 数学 家 如 
刘 微 、. 秦 九 部 、 李 善 兰 、 笛 卡 几 、 菜 布 尼 兹 、 欧 拉 、 高 斯 等 人 的 工作 ， 
我 们 可 以 看 到 对 解 题 的 思维 策略 的 探讨 ， 始 终 是 数学 发 展 中 的 一 
条 线索 . 欧 拉 应 用 了 从 有 限 过 渡 到 无 限 ， 从 有 限 次 方程 过 渡 到 无 
限 次 方程 的 方法 , 求 得 了 伯 努 利 (Jacob Bernoulli) 没 能 解决 的 级 
数 的 和 
司 全 * 
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迄今 扔 为 人 们 所 推演 ， 被 认为 是 运用 次 比 推理 的 典范 ， 篆 卡尔 在 
发 明 解 术 几 何 之 后 , 进一步 设想 过 一 个 包罗 万 象 前 解 题 方案 : 交 任 
何 种 类 的 问 古 化 归 为 数学 问题 ; 将 尾 何 数学 问题 化 扫 为 代数 问题 
将 任何 代数 间 题 化 轨 为 方程 求解 。 如 果 我 们 看 到 人们 为 了 解决 
诸如 费 积 马 天 定 理 、 希 尔 介 特 二 十 三 问题 等 这 些 闭 名 问题 的 过 程 
中 对 数学 发 展 的 推动 ,就 可 以 清楚 地 认识 到 , 本 节 开 头 所 提 色 的 哈 
尔 黄 斯 的 话 是 相当 正确 的 . 
不 仅 对 于 数学 科学 而 且 对 于 学 校 数 学 米 说 ， 问 是 也 基 她 的 心 
脏 . 当 代 最 著名 的 数学 教育 家 波 利 亚 (G. Polya) 强 调 措 出 :“ 中 学 数 
学 教学 首要 任务 就 是 加 强 解 古训 练 .”(i961) 他 还 说 过 : “掌握 数学 
意味 省 什么 呢 ? 这 弥 是 说 善于 解 题 , 不 仅 善 于 解 一 些 标 准 的 题 , 而 
日 兽 于 解 一 些 要 求 独 谋 轧 考 ,、 恩 路 从 理 . 和 见解 独到 和 有 发 明 创 造 的 
题 . “但 是 解 题 毕竟 是 一 种 复杂 的 智力 足 动 , 它 是 最 窗 有 创造 性 特 
征 前 人 类 活动 ， 对 于 一 般 意 义 下 的 问题 解决 (pIToblem golving)， 
长 期 以 来 ,刺激 - 皮 应 手心 理学 家 与 认 知 派 心理 学 家 的 见解 存在 着 
分 此 , 前 者 倾 问 了 于 用 尝试 错 误 来 解释 问题 解决 ,后 兰 倾 向 忆 用 顿悟 
米 解 群 问题 解决 。 从 本 鹿 纪 可 年代 开始， 现代 认 知 心 班 学 夫 , 以 
纽 威 尔 ( 丰 ,Newell) 与 遇 蒙 ( 卫 . 六 A, Bimon) 为 代 几 ,吸收 了 前 面 两 
派 心 理学 的 有 益 成 果 ， 用 信息 加 工 观 点 来 解释 人 的 问题 解决 的 过 
程 , 取得 了 一 系列 旦 武 的 成 果 . 在 现代 认 若 心理 学 关于 问题 解决 的 
研究 工作 进展 的 辟 舞 下 , 经 过 对 新 数学 运动 的 得 失 成 败 的 检讨 ,从 
80 年 代 开 始 ，“ 问 是 解决” 已 成 为 潜 界 性 的 数学 教育 的 一 个 热点 ， 
著名 的 美国 全 国 数 学 教师 联 公会 行动 的 议事 日 程 (An Agenda 
for action)» (19830; 、 黄 国 的 < 科 克 柯 愉 天 特 报告 (Mathemaficg 
Counte)> (1982) 都 把 "问题 解决 ” 当 砷 数学 教育 的 中 心 尾 务 . 
。 与 ， 


代 各 是 “问题 解决 半数 学 教育 中 要 解决 作 么 样 的 问题 , 各 国教 
学 教育 家 现 解 虐 不 尽 一 致 ， 但 他 们 的 研究 工作 实际 上 包含 了 各 种 
层次 和 形式 的 问题 ,1988 年 在 布 达 候 斯 举行 的 第 六 次 国际 数学 教 
育 大 会 (ICME-6), 参加 “问题 解 沁 的 和 模式 与 应 用 ” 深 题 组 讨论 的 
代表 有 500 名 之 多 ， 他 们 认为 应 该 对 以 下 各 种 形式 的 问题 加 以 识 
别 ]， 
， 虚 设 的 习题 (dregsed-uP ”exeroige]， 
进一步 的 习题 (ndvaneement sxercisey; 
， 经 — 典 问题 clasaioal” problema)， 
、 新 经 典 问 题 (“* neoclassieal” problemsys 
.开放 问题 (open problems); 
. 探 完 题 (investigations). 

一 些 国家 在 “六 题解 决 " 的 研究 中 , 往往 侧重 于 解决 现实 生活 
中 的 实际 数 党 间 题 , 和 数学 中 的 非常 规 问题 , 但 是 常规 的 ,经 典 的 
问题 的 解决 , 仍然 是 大 多 数 太 关注 的 中 心 。 如 .上述 美 国 < 行 动 的 议 
事 日 程 > 认 为 解 沁 问题 的 含义 是 ， 

工 问题 解决 包 括 数 学 应 用 于 现实 世界 , 包括 为 现时 和 将 来 出 
现 的 科学 理论 与 实际 服务 ， 也 包括 解决 拓 广 数学 科学 本 身 前 沿 的 
问题 ， 

3。 问题 解决 从 本 质 上 来 说 是 一 种 创 井 性 的 活 荔 |; 

3. 问题 解决 能 力 的 发 展 , 其 基础 是 虚心 ， 是 好 奇 和 探究 的 坊 
度 , 是 进行 试验 和 靖 测 的 意向 . 

在 美国 报 乔 和 研究 文献 中 曾 被 广泛 运用 的 一 个 例子 是 , “每 辆 
军 硅 可 改 士 后 36 名 , 现 有 1128 各 士兵 要 求 被 运送 到 训练 基地 , 问 
需 用 军车 多 少 辆 ?” 如 时 学 生得 晶 带 余数 的 商 , 或 是 干脆 略 去 余数 ， 
就 说 明 学 生 对 问题 的 情景 和 未 知 数 的 性 质 一 无 所 知 ， 

日 本 数学 教育 家 在 “ 管 案 不 是 唯一 确定 ”的 数学 问题 的 解决 广 


和 


潭 作 了 不 少 开创 性 的 研究 ， 刻 泽 田 利 夫 的 "无 终 络 (opan-enpd) 问 
题 “* 和 能 田 他 诬 的 * 开 放 处 理 (open appzoaobh ) 法 都 是 关于 这 方 
面 的 工作 . 泽 田 利夫 多 纽 的 一 个 例子 基 ;“4, ,二 人 作 据 石子 
游戏 ,结果 如 下 罗 , 这 个 游戏 是 以 石子 散 蓝 的 中 腐 小 者 为 优胜 ， 博 
想 一 起 如 何 用 ' 数 ' 来 表示 这 个 ' 散 度 '?” 
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芭 二 
于 面 古 学 生 考 炭 到 的 几 种 比较 “ 散 度 ”的 方法 
， 多 角形 了 面积; 
， 多 人 角 撒 的 周 长 ; 
， 进 结 两 点 的 最 长 线段 ; 
- 线段 之 利 ， 
.从 任意 一 点 引 多 各 点 的 长 府 之 和 ; 
， 履 盖 各 点 的 夯 的 最 小 半径 ; 
。 内 于 坐标 的 导入 而 产生 的 平均 着 ; 
3. 标准 差 . 
我 国 中 学 数学 界 近 十 年 以 来 关于 和 解 题 教学 的 研究 ， 和 和 上述 国 
际 上 的 “问题 解决 ”的 热潮 在 本 质 上 是 完全 合拍 的 ,而 我 国 中 学 数 
学 教学 内 容 与 不 少 国家 相 比 较 , 有 程度 较 深 , 理论 严 遮 等 特点 , 所 
以 关于 解 题 研 究 方面 的 深度 和 广度 在 世界 上 是 可 以 和 任何 图 家 网 
美的 ,1986 .-1988 连续 二 由 国 际 数 学 奥 林 瞻 充 竞 避 中 我 同 选 手 成 
绩 出 色 ，1985 年 , 1987 生 上 海 师范 太 学 骨 美 国 鹤 背 金 斯 大 学 通过 
8AT-M 测验 进行 的 一 项 对 壕 研 究 表明 , 中 国学 生 的 成 绩 都 明显 优 
+ 


下 


于 美国 学 生 @， 这 些 都 说 明 我 国 中 学 数学 解 是 教学 中 草 合 着 证 富 
而 卓有成效 的 经 验 , 但是, 如 何 紧 密 地 联系 我 国 数学 教育 中 发 展 变 
化 的 实际 情况 , 不 铺 地 进 距 解 题 教学 中 消 现 前 新 问题 , 从 教育 的 眼 
光 观 照 数 学 解 题 活动 , 把 数学 解 题 的 功能 、 销 移 , 方法 的 研究 提高 
到 理论 层次 上 上 来， 其 而 建立 起 能 够 指导 实际 教学 工作 的 数学 习题 
理论 , 这 项 任务 契 祖 当 蚂 重 的 。 


旬 昂 < 范 有 奶 帝 ?1986 年 第 芋 期 x 中 国有 卡 窗 的 数学 人 才 资 源 ? 及 1988 年 第 弛 
期 学生 数学 能 力 莽 状 研 究 ? 两 文 ， 


第 二 章 ”数学 习题 的 分 类 和 功能 


为 熟悉 和 掌握 教学 计划 教学 大 网 对 学 生 的 要 求 , 发 展 学 生 的 
寄 能 的 问题 系统 称 为 习 租 . 以 数学 为 肉 容 ， 或 者 昌 不 以 数学 为 内 
容 , 但 必须 运用 数学 知识 或 方法 才能 解 闫 的 习题 称 为 数学 习题 , 如 
数学 课 中 教师 提问 的 题 、 例 题 .练习 题 、. 测 验 题 都 是 数学 习题， 

解数 学习 遂 就 是 要 找到 一 种 一 般 的 数学 原理 用 于 习题 的 条 性 
或 条 件 的 推论 \ 中 同 结 果 )》， 通 过 一 定 的 程序 得 到 习题 所要 求 的 答 
索 . 


第 一 ”数学 习题 的 分 类 


数学 习题 可 以 按 不 同 的 标准 加 以 分 类 ， 

一 、 按 知识 内 容 分 类 

将 数学 习题 按 知 识 内 容 的 不 同 分 为 算术 膨 , 代 数 题 、 平 曾 几 柯 
题 、 立 体 几 何 题 、 解 本 几何 题 和 三 角 题 等 , 这 是 一 种 最 常用 的 分 类 
方法 . 

按 诸 识 内 容 不 同 的 分 类 可 在 不 闻 的 层次 上 进行 ， 如 代数 题 又 
可 分 为 代数 式 、 和 集合 对 应 .函数 方程. 不等式. 复数 ., 排列 组 合 、 二 
项 式 定 理 . 数 询 等 习题 ; 解 方程 又 可 再 分 为 解 获 式 方程 .分 式 方 程 
根 式 方程 和 超越 方程 等 . 

一 个 数学 习题 , 如 果 所 涉及 的 知识 超出 基 一 单元 或 学 科 , 这 样 
的 习题 称 为 综合 题 . 综合 是 有 利 十 培养 学 咎 综合 、 灵 活 运 用 知识 
来 分 析 问 题 与 解决 问题 的 能 力 , 有 利和 于 增 养 学 生 的 广阔 性 、 多 向 作 

» 人。 


等 思维 品质 , 因此 在 教学 中 教师 乐于 采用 这 种 题 型 ,特别 基 在 复习 
和 和 能力 考 奉 中 香 是 离 不 开 数 学 综合 题 . 但 是 综合 题 必 须 体 现 知 识 
的 内 在 联系 , 要 注意 综合 题 与 堆 瑚 题 的 区 别 ， 呈 学 礼 于 1985 年 就 
提出 这 种 观点 .如 

[ 例 1】 钢 杆 .42D0 在 召 点 锐 接 . BO | AG,20=1800 mm, 
ot 一 30”, oa 一 46”， 因 受 外 力作 用 , 4B 被 压 短 0. 的 mm, BO 被 
拉 长 0.66mm， 计 算 吕 点 移动 了 几 少 ， (图 2-1) 

此 题 是 材料 力学 中 遇 到 的 实际 间 题 ， 可 以 用 解 三 角形 的 方法 
解 管 , 也 可 以 用 解析 几何 的 方法 解答 , 这 样 的 习题 ， 既 可 培养 学 生 
的 能 力 , 又 可 使 学 生 初 步 接触 实际 , 是 一 个 较 好 的 综合 题 ，( 具 体 
解法 见 < 数 学 教学 > 1982 年 第 2 期 昌 学 礼 文 ) 
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图 分 -1 图 3-2 

[ 例 2]】 站 中 心 角 是 38 ,半径 是 7 的 房 形 OQ4B 内 作 一 内 切 
了 ， 再 在 山形 内 作 一 与 户 形 两 半径 相 切 并 与 贺 呈 外 切 的 小 贺 
Q, 若 8 使 贺 包 的 面积 最 大 , 求 出 an 8、( 图 22) 

此 题 融合 了 平面 几何 ,三角 导数 等 风 方 面 知识 , 也 是 一 个 较 
好 的 综合 题 ， 

[ 例 3] 和解 方程 sos 二 poso 一 0， 其 中 系数 @， 5 《分 别 满 
是 : 

(1) (0.2}*7—0.008. 

(2) 4 的 相反 数 是 方程 
0， 


lg(2g 七 6) 上 185 一 3 一 ]23 六 的 根 ; 

(8) 6 是 下 列 交 和 集 的 元 束 ，113<es 呈 和 各 | 乓 一 2 一 和 一 
0}. 

此 右 实 际 上 由 四 个 问题 组 成 , 即 由 (了 求 5; 由 (加 求 0; 由 (3) 
求 6; 然后 在 此 基础 上 再 解 方程 az: 二 br*+o 一 0。 像 这 样 把 四 个 问 
题 生 硬 地 扯 在 一 起 ， 没 有 必然 的 内 在 联系 ， 斌 不 能 说 是 真正 的 综 
合 , 只 能 说 是 单纯 的 堆 向 。 如 果 用 作 考 题 , 可 能 使 焙 错 前 面 一 个 小 
题 的 学 生 失 去 解 册 后 硬结 某 的 机 会 , 造 苞 不 必要 的 失 分 , 难以 考 出 
这 部 分 学 生 的 实际 水 平 , 所 以 堆砌 是 在 教学 中 是 应 该 吉 免 的. 

二 、 按 形式 分 类 

形式 是 数学 习题 的 外 部 的 特征 ， 数 学 习题 的 形式 和 人 它 的 解 湛 
常常 是 有 联系 的 ， 昌 然 这 种 联系 不 一 定 是 必然 的 。 许 琴 航 移 几何 
题 按 形式 分 为 证 好 题 . 计算 题 . 作 图 题 和 轨迹 题 四 类 ,如 果 一 个 所 
何 题 可 判明 是 作 图 题 , 一 般 要 求 按 下 列 六 个 步 又 去 完成 : 

1， 仍 设 ” 记 出 题 中 所 设 的 条 件 ; 

2. 求 作 ”说 明 要 必 前 图 必须 具备 上 述 各 条 件 ; 

3. 解析 假定 这 图 已 又 作出 ， 先 绘 一 草图 ， 必 要 时 还 需 添 置 
有 关 的 线 , 研究 图 中 各 已 知 条 件 和 未 知人 荣 性 之 间 的 相互 关系 , 情 此 
决定 所 求 的 图 应 该 用 怎样 的 方法 作出 ; 

4. 和 作法 ”以 几何 公法 或 基本 作 图 法 为 依据 ,依次 锋 述 作 图 的 
方法 ; 

5. 证 明 ”证明 用 上 述 的 方法 作出 的 图 和 题 中 前 扬 设 条 件 一 
一 符合 ; 

6. 讨论 就 有 所 设 条 柱 同 图 形 间 的 关系 加 以 探讨 ,说 明 在 什么 
情形 下 无 解 , 什么 情形 下 有 独 解 , 什么 情形 下 有 多 解 或 不 定 . 

从 上 而 这 个 信子, 我 们 可 以 看 到 ， 按 形式 将 数学 习 稻 加 以 分 
类 , 对 于 这 个 习题 的 解决 是 有 帮助 的 ， 

* dl。 


中. M. 弗 里 特 曼 、 了 . 百 , 性 列 殴 基 、B. 1. 斯 捷 欣 柯 提 出 的 三 
分 法 (1979) 是 按 题 的 外 在 特征 进行 分 类 的 一 种 比较 完善 的 方法 ， 
根据 这 一 方法 ,所 有 数学 习题 被 分 万 二 类; 

第 一 类 求解 题 

在 这 类 习题 中 , 要求 的 是 求 出 ,寻找 ,识别 茶 种 未 知 数 , 并且 林 
知 数 可 能 是 量 、 关 系 式 . 某 种 对 象 、 物体 , 它 的 位 置 或 者 形状 等 等 , 
这 一 兴 习 题 包 括 ， 

1， 计算 各 种 表达 式 的 值 

2, 一 个 未 知 数 的 方程 ， 

.方程 组 ; 
， 解 个 等 式 ， 
. 文字 计算 题 ; 
. 儿 体 计算 题 
. 求 已 知 函数 的 特殊 反 和 特殊 区 何 ， 
第 二 类 证 明 是 或 说 明 题 
在 这 类 习题 中 ,要 求 是 证 实 某 一 个 论断 的 正确 性 , 或 者 检验 它 
, 蜗 琴 的 还 是 候 交 , 或 者 说 明 某 一 种 现象 , 某 一 个 事实 为 什么 成 立 ， 
,这 一 类 习题 包括 
1 证明 恒等式 
:证明 不 等 式 ; 
， 几 柯 的 证 明 题 ; 
， 铺 定 几何 图 形 的 形状 ; 
， 已 知 玫 大 式 或 图 形 的 竹 质 ， 确 定 这 个 表达 式 或 图 形 的 方 
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程 ; 
6. 证 明 表 达 式 、 图 形 或 事件 的 某 种 性 质 ( 如 存在 性 等 )， 
剃 三 类 谈 接 题 或 求 必 症 
凡是 在 习题 中 要 求 变换 某 种 表达 式 ， 要 求 化 简 它 为 其 他 的 弄 


2 


式 ,要 求 作 出 某 一 几何 图 彤 或 省 表达 式 满 足 给 定 的 条 件 等 等 , 都 属 
于 这 一 类 ， 它 包括: 
1 .化 表达 式 为 标准 的 形式 , 
. 化 简 各 种 去 达 式 ; 
多 项 式 的 因 式 分 解 ; 
. 对 表达 式 施行 各 种 运算 : 
. 必 由 解 术 式 表示 的 函数 的 图 像 ; 
. 根据 一 定 的 荣 件 从 出 几何 图 展 ; 
. 由 已 知 的 几何 图 形 ， 和 作出 经 过 某 种 变换 所 得 到 的 几何 图 
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、 村 穴 分 析 分 类 法 

数学 习题 荐 一 个 系统 :; {了 , 0, 卫 ， 分 ,其 中 系统 的 和 要素 分 
别 是 . 了 孝 示 习题 的 条 件 , OQ 表示 解 题 的 依据 ; 了 玫 示 解 题 的 方 
法 ; 蕊 表示 习题 的 结论 。 分 析 由 个 要 圳 中 已 知 要 窒 的 铬 少 , 可 将 
数学 习题 分 为 下 列 四 类 :;《B.A. 奥 加 涅 可 ,DD. 轩 . 柯 里 亚 金 、 工 JL 
后 手 金 , 1981) 

1， 标准 性 题 ” 即 四 个 要 味 都 为 已 知 的 题 . 

[ 例 4 求证 eg8c& 一 Hin&=cogc otep 6, 

此 题 对 于 已 经 学 过 同 角 三 角 沙 数 关 系 的 高 中 一 年 瑶 光 生来 
说 ,了 ,左边 为 cgo 一 gin ao, 右 进 为 coaoc 妮 上 0O; 同 骨 三 骨 孙 数 关 
系 ; P, 化 为 ginm, cos& ZZ, 左边 = 右边 ， 这 四 个 要 系 都 基 已 知 的 ， 
因此 着 一 个 标准 性 题 . 

2. 训练 性 题 ” 即 四 个 要 素 中 只 有 一 个 是 学 生 所 不 知道 的 , 而 
其 余 三 个 要 素 都 是 学 年 已 经 知道 前 题 . 

【 例 6] 人 分解 因 式 . 2 一 ?7w 十 12. 

比 题 对 二 学 过 用 十 字 相 乘法 分 解 因 式 的 学 生来 说 ， 检 了 编 论 
台 是 未 知 的 之 外 ， 其 全 三 个 要 素 了, 0, 卫 都 荐 已 央 的 ， 因 此 古 一 
， 招 、 


个 训 练 福 题 . 

3. 探索 性 题 ” 即 四 个 要 素 中 有 两 个 是 学 生 所 不 知道 萝 , 而 其 
余 两 个 则 为 已 知 的 题 

[族人 证 时 恒等式 Bi Bw gin? vw 二 oo 34 00g 7% 一 00gi 920， 

此 是 对 于 学 过 各 ,次 倍 , 半角 的 三 角 函 数 关系 以 及 三 角 函 数 
的 利 差 与 积 的 互 化 公式 的 高 中 一 年 级 学 生来 说 ， 已 知 的 是 条 件 了 了 
和 结论 2 这 两 个 要 素 , 其余 两 个 要 素 0, 卫 都 是 未 知 的 , 因此 是 一 
个 探索 性 题 . 

4. 问题 性 题 ” 即 四 个 要 素 中 仅 有 一 个 是 学 生 已 知 的 ,其余 三 
个 都 是 学 生 所 不 知道 的 题 . 

【 例 7] 四 面体 的 截面 疝 以 是 什么 形状 的 图 形 4 

此 题 除 已 知 条 件 了 之 外 ,其余 各 要 迪 0, PD，Z 都 是 未 知 的 ， 
因此 是 问题 性 题 . 

【 例 8】 给 定 一 个 形状 为 直角 三 角形 的 金属 片 ， 现 在 要 前 出 
尽 可 能 大 的 两 个 相等 的 丽 片 , 问 责 片 的 半径 有 多 大 

此 题 初 看 可 能 认为 已 给 出 条 件 了 和 结论 2 这 两 个 要 素 , 因此 
以 为 是 探索 性 题 ， 实 际 上 , 根据 题 中 的 叙述 , 将 问题 数学 化 , 并 非 
是 一 件 轻而易举 的 事 ， 因 为 若 设 给 定 的 直角 三 角形 的 两 个 直角 边 
为 6 8, 且 有 43, 那么 两 个 等 圆 的 放置 方法 将 有 如 图 和 3 所 示 
的 三 种 , 所 以 题目 的 已 知 条 件 了 也 并 未 直接 给 出 , 因此 这 是 一 个 
问题 性 题 
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图 艺 3 
通过 要 素 分 析 , 将 数学 习题 分 为 四 类 , 这 对 于 教师 掌握 习题 的 


难度 是 有 好 处 的 , 因为 习题 的 难度 , 由 易 到 难 的 排列 次 序 是 ， 
-14、 





标准 性 题 一 一 训练 性 题 一 探索 性 是 -一 -问题 性 题 ， 

目前 中 学 数学 课本 中 的 练习 题 分 为 三 个 层次 ， 即 “ 练 可 ”、“ 习 
题 " 和 “复习 题 ”, 一 般 说 来 , “练习 ”中 适 于 安排 标准 任 题 和 训练 性 
题 ,“ 复 习题 ”中 适 于 安排 探索 性 题 和 问题 性 原本 顾 ? 则 介 于 两 者 
之 间 ， 当 然 , 某 个 数学 习题 究竟 属于 哪 一 类 , 还 要 取决 于 学 生 的 知 
识 基础 和 解 题 经 验 . 同一 个 数学 习 厢 对 于 不 同 的 学 生来 说 ， 可 能 
温和 于 不 同 的 类 型 . 

标准 性 题 和 训练 性 题 ， 由 于 不 存在 来 知 要 素 或 者 仅 有 一 个 未 
知 要 素 , 通常 具有 定向 的 解 题 方 法 , 所 以 我 们 也 称 为 收 伍 性 题 ; 探 
索性 格 和 问题 性 题 , 由 于 未 知 变 素 较 多 , 通常 不 具有 定向 的 解 题 广 
法 , 所 以 我 们 也 称 为 发 散人 性 题 。 收敛 性 题 常用 于 即时 项 轿 学 生 的 
知识 , 以 便 强 化 学 生 的 思维 定 势 ; 而 发 散 福 题 则 常用 于 培养 学 生 忆 
维 的 灵活 任 , 有 助 于 发 展 学 生 的 逢 力 . 

在 解 题 的 过 程 中 , 通常 是 先 把 问题 性 是 转化 为 探索 性 题 , 再 把 
探索 性 题 转 化 为 训练 性 题 或 标准 任 题 ， 这 就 是 从 未 知 到 已 知 的 转 
化 过 程 ， 当 学 生 解 决 某 个 习题 有 困难 时 , 教师 就 已 知 条 件 加 以 分 
析 , 或 者 提示 解 顾 的 依据 或 方法 或 者 帮助 学 生 析出 结论 , 这 实际 
起 就 是 降低 题目 的 难度 良 次 , 创造 适合 学 生 认 知 水 平 的 教学 情景 , 
反之 ,教师 也 可 以 通过 增加 题目 中 未 知 要 素 的 方法 , 来 提高 题目 的 
难度 , 以 加 强 对 学 生 的 思维 训练 . 如 “用 十 字 相 乘法 分 解 因 式 : o2- 
Yz 十 6”, 这 是 一 道 训练 性 顾 ， 鞍 疏 为 “给 出 整数 4 两 个 近 当 的 数 
值 , 并 用 十 字 相 对 法 分 别 分 解 因 式 , 2? 一 7w 十 o”， 这 就 是 一 道 探 索 
性 题 . 

外、 按 开 放 性 分 类 

凡是 其 有 完备 的 条 件 和 固定 的 答案 的 习题 , 我 们 称 为 封闭 题 ， 
而 符 案 不 见 定 或 者 条 件 不 完备 的 习题 , 我 们 称 为 开放 题 . 

现行 中 学 数学 课本 中 的 习题 绝 大 多 数 都 是 封闭 题 . 开放 题 是 
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在 研究 “问题 解决 ”的 热潮 中 出 现 的 封闭 题 和 开放 题 各 有 千秋 ， 
封闭 题 定 癌 性 强 , 有 利于 在 不 同 条 件 下 重复 思维 换 作 , 是 巩固 推 
理 技 能 和 如 深 尖 识 理解 所 必须 ， 开 放 题 则 可 以 在 不 同 的 经 验 和 能 
力 水 平 的 基础 上 , 通过 自己 的 观察 ,提出 自己 的 解 题 思路 ， 获 得 多 
种 不 同 的 解 题 方法 ， 土 财 题 多 用 于 巩 国 知识 , 起 到 了 同化 作用 ; 开 
区 题 在 解 题 过 翟 中 要 建立 新 的 认 短 结 牧 ; 起 到 了 顺应 作用 ， 
{ 例 9】 试 指 出 下 列 两 个 代数 式 的 共同 点 ， 
i2g9b30; Bary. 

这 是 一 个 开放 题 。 笔者 曾 以 此 题 和 其 他 两 个 开放 题 ( 合 起 来 记 为 
0 类 题 )， 又 几 个 封闭 题 ( 记 为 0 类 题 ), 在 渐 江 省 镇 海 县 三 所 学 校 
\ 学 生来 源 有 显著 差异 ); (1) 省 重点 中 学 , (2) 镇 集 完全 中 学 , (3) 乡 
村 急 绥 中 学 各 取 一 个 初 三 班级 进行 一 次 测试 , 结果 吉 下 下 


学 (1) (3) C9) 
品类 是 引 31 19 
6) 0 类 是 81 40 51 


上 述 数 字 由 有明, 学 生 解 管 开 站 题 的 能 力 远 较 解答 封闭 题 的 能 力 差 ， 
如 例 9 ,多 数学 生 只 能 指出 这 两 个 式 于 都 是 单项 式 、 整 式 有 理 式 ， 
始终 没有 脱离 这 两 个 式 子 外 形 上 的 共同 点 ， 未 能 从 另外 的 角度 指 
出 名 们 有 公 因 式 4 ,它们 者 是 五 次 式 等 , 下 现 出 缺乏 思维 的 灵活 
性 ,深刻 性 和 细致 性 .说 明 咎 识 , 技 能 的 堆 盔 对 学 生 的 创造 思维 能 
为 的 发 展 没有 必然 的 联系 . 
以 岛 田 臣 为 阁 的 一 个 日 本 数学 教育 学 者 小 组 , 在 1971 年 以 后 
管 经 对 开放 题 进 行 了 申 有 特色 的 研究 ， 这 个 小 组 的 成 员 之 一 明 本 
筑波 大 学 教授 能 田 伸 彦 认 为 ， 数 学 教育 诬 向 学 生 提 供 这 样 的 开放 
| $$ 和 定 教 学 境 亲 创造 思维 能 杂 刍 说 3 一 六，* 节 江 教 育 学 院 学 报 3 吉 时 年 
总 一 项 ， 
，18 。 


是 ， 它 “能 够 让 学 生 了 解 问题 的 主题 材料 ， 而 问题 并 没有 唯一 正确 
的 解答 ， 因 此 屿 加 学 生 提 供 了 用 他 们 入 最 喜 驳 的 解 买 问题 的 方法 
的 宙 会 .下面 是 该 研究 小 给 成 员 桥 本 吉 彦 设计 的 一 个 开放 题 ， 

任 一 个 透明 的 立方 体形 状 的 容器 内 , 盛 了 一 些 水 , 园 定 额 峰 订 
部 的 一 边 , 将 容器 颁 冬 ,由 于 侨 射 度 的 不 同 , 水 的 各 个 表面 的 形状 、 
大 小 都 在 变化 ， 斌 指出 各 种 变化 的 情形 及 各 种 量 之 间 可 能 冬 在 的 
关系 ， 

在 上 面 这 个 问题 中 ， 邵 果 国 定 容 响 底 面 的 一 个 顶 后 , 情况 起 
样 ?如 果 容 器 的 形状 为 三 楼 桩 , 仍 国定 底部 一 边 , 情况 怎样 ? 


< < 


图 224 


五 、 接 评分 的 客观 性 分 类 

有 唯一 正确 的 答案 ， 不 论 由 谁 主妇 都 只 能 给 出 同一 个 分 数 的 
习题 , 叫做 客观 性 习题 ; 正确 答案 避 用 多 种 方式 表述 , 评 兴 者 须 途 
主 现 经 验 给 分 的 习题 , 叫做 主观 性 习题 ， 

待 统 的 证 骨 右 , 计算 网 等 , 都 属于 主观 性 习题 ， 以 证 明 题 来 
说 , 昌 热 有 明确 的 已 知 条 件 和 求证 错 论 , 但 是 不 同 的 学 生 可 以 依据 
不 同 的 知识 、 采取 不 同 的 方法 来 解 题 , 即使 有 同一 依据 、 采取 相间 
的 方法 , 在 叙述 过 程 中 , 其 繁 简 程 度 .清晰 程度 和 严谨 程度 也 各 不 
相间 , 功 对 习题 解答 中 的 冤 种 多样 的 情 襄 ,教师 只 能 赁 主观 经 验 予 
以 评分 ， 因 此 采用 主观 性 习题 作为 考试 题目 , 从 考试 的 准确 性 ,可 
C1] Nobuhiko Nohda «The Heart of ‘Open- Ayproaeh’ in Mathematie 


Tearhings, Froroedings of ICM1-JEME Rogional Comferenee on Mathermatical 
Rducation (lb84) p. B14. 
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靠 件 要 求 来 说 ,有 共 不 利 的 一 面 . 

客观 性 习题 又 可 分 为 选择 题 、 填 充 是 和 简短 的 问答 题 寺 类 
型 , 通常 所 说 的 客观 性 习题 , 主要 是 指 选 择 题 ， 选 择 古 属 证 固 定 应 
管 型 题目 , 它 的 结构 严 灌 , 这 种 题目 的 答案 学 生 不 能 自由 发 挥 , 不 
能 出 现 部 分 正确 的 答案 , 也 不 能 在 解答 中 挫 杂 与 试题 无 关 的 内 容 ， 
学 生 只 能 选择 管 案 固 别 无 他 途 , 因此 在 考试 中 采用 客观 性 习题 ,对 
于 提高 考试 的 准确 性 、 可 幕 性 有 一 定 的 好 处 ， 关于 选择 古 的 优 侠 
点 , 选择 题 指 进 一 步 分 类 以 及 其 他 有 关 问 题 , 我们 将 在 第 七 章 中 论 
述 . 

对 数学 习题 进行 分 类 , 有 助 于 习题 解法 的 探求 和 研究 , 也 有 助 
于 教师 在 不 同 的 教学 阶段 和 条 件 下 适当 地 选择 .运用 数学 习题. 


第 二 节 数学 习题 的 功能 


如 前 所 述 , 在 数学 教学 中 解答 习 是 本 身 并 不 是 目的 , 解 题 之 所 
以 威 为 中 学 数学 教学 语 动 的 主要 形式 之 一 ， 是 因为 数学 习题 存在 
若 多 种 功能 , 当 学 生 一 旦 进入 解 题 这 一 活动 情景 之 中 , 他 就 接受 者 
一 种 “思想 的 体操 “的 训练 ， 从 技能 的 或 思维 的 , 智力 的 或 非 稼 力 
的 , 从 各 方向 塑造 大 自己 , 以 期 达到 数学 教学 大 岗 所 提出 的 培养 日 
标 ， 

一 、 知 识 功 能 

通过 数学 习题 , 使 等 生 # 入 系统 的 数学 知识 , 形成 必要 的 的 
能 , 找 巧 , 这 是 数学 习题 的 知识 功能 ， 数 学 习题 的 知识 功能 贰 穿 在 
学 生 获 得 数学 知识 的 三 个 阶段 之 中 . 

(一 ) 通过 教学 习题 引入 新 知识 ”学 习 新 知识 , 最 重要 的 是 杆 
立新 上 归 知 识 之 疝 的 联系 ， 奥 苏 员 尔 把 全 部 教育 心理 述 原 为 一 条 原 
理 , 就 是 "影响 学 习 的 最 重要 韵 因 来 是 学 生 已 经 知道 了 什么 ; 根据 
" 了 日 


学 生 的 原 有 状 总 进行 教学 ”， 而 建立 新 旧 和 郑 识 之 间 的 联系 必须 首 
先 引起 学 生 的 思考 , 在 学 生 的 思想 上 产生 疑问 ， 所 谓 学 起 于 民 , 思 
源 二 疑 ，、 在 这 个 过 程 中 , 数学 习题 是 染 设 在 新 旧 尖 识 之 同 肉 桥梁 ， 
并 肌 芷 激 起 疑问 注 迹 的 物化 手段 ， 优秀 教 师 沼 常 是 通过 数学 习题 
将 学 生 引 导 到 学 习 新 知识 的 情景 之 中 ， 如 在 讲 因 式 分 解 的 拉 项 添 
项 法 时 , 多 提出 题目 : 

因 式 分 解 ; 2 一 1. 
在 学 生 的 多 种 结果 中 提出 下 面 两 种 解法 . 

1,. oi (0 ?1= (1) (et 1Y 

= {wl {wet1) wl) (2 wt 1); 
号 .2 一 工 一 (03 一 一 (23 一 于 24 十 23 十 二) 
= {gs— 1 (人 十 1 (34 十 23 十 十) ， 

销 果 不 同 ! “是 其 中 之 一 的 解法 有 销 吗 ? 当 学 生 遂 过 验 拱 否定 这 一 
想法 之 后 , 自然 妇 绪 到 怎样 将 于 七 吧 于 继续 分 解 ， 这样 就 引入 了 
新知 . 

(二 ) 通过 数学 习题 巩 国 知 识 ” 丽 图 知识 不 仅 带 复 请 ,更 主要 
药 是 理解 ,如 掌握 数学 概念 ,实质 二 克 是 掌握 革 类 数学 对 象 的 共同 
的 本 质 特点 , 意味 着 能 区 分 数学 概念 的 有 关 特 征 . 数 学 只 念 的 肯定 
例证 与 否定 例 讶 。 如 为 使 学 生 掌 握 “ 无 理 数 ”这 个 概念 , 通常 必须 
伴 以 “证 明 w 2 不 是 有 理 数 * 这 举 的 习题 , 以 提供 肯定 的 例证, 还 可 
辅 以 “无 限 小 数 都 是 无 理 数 吗 ?”“ 带 根 号 的 数 都 是 无 理 数 码 ? 等 问 
题 , 对 概念 进行 正 反 两 面 的 状 配 ， 

在 掌握 概念 的 过 程 中 , 比 形成 概念 更 为 重要 的 是 络 念 的 同化 ， 
册 把 汤 获 得 的 概念 销 入 到 原 有 的 认 知 结构 中 去 ， 数 学 习题 能 够 积 
极地 引起 学 生 进 行 认 知 活动 . 如 在 讲 了 “绝对 值 * 概 念 之 后 , 学 生 戎 
不 进一步 演算 , 求 |4 一 2'; 求 |6 一 +4| 二 13 一 ol; 解 14|>>2; 解 lz 一 
5|<6; 解 22 一 5|w| 6=0 等 题目 , 就 难以 深化 学 生 对 概念 的 理解 . 

+19。 


抽 以 ,牛顿 记过 ,在 数学 中 , 例子 出 定律 更 为 重要 . 

三 ) 通过 数学 习题 运用 知识 ”掌握 了 数学 概念 .定理 、 公 并， 
进 -… 步 如 柯达 用 呢 ? 主要 还 得 通过 解 题 ， 如 “ 抽 展 原理 *, 理解 这 个 
关于 存 不 性 的 数学 原 班 并 不 困难 ， 但 是 运用 它 去 解决 问题 超 需 要 
具备 “制造 抽 导 -的 抠 瑟 ， 辟 如 说 党 用 的 技巧 右 "划分 剩余 类 “ 划 
分 相等 的 子 区 间 ”、“ 将 几何 图 形 分 着 为 全 等 的 几 部 分 “等 等 , 这 些 
技 订 学 生 基 通过 典型 习题 的 演算 而 获得 的 . 

二 、 教 育 功 能 

数学 学 科 对 学 生 文 化 素质 的 堵 养 下 分 为 两 个 方面 ， 即 智力 的 
与 非 智 力 的 ， 从 知 力 方面 来 看 , 数学 的 育 人 , 主要 是 通过 数学 教育 
说 姜 学 生 的 科学 的 思维 方式 , 形成 学 生 良 好 的 思维 习惯 ， 数学 的 
这 一 发 展 智 为 的 功能 是 通过 数 举 教学 的 全 过 程 来 实现 的 ， 数 学 教 
学 的 过 程 , 即 概念 的 形成 过 程 、 结 论 的 推导 过 程 和 方法 的 探索 过 程 
都 离 不 开 解 题 .， 通 过 人 解 题 使 学 生效 得 和 发 展 推理 能 力 , 化 妈 能 性、 
形式 化 处 理 问 题 的 能 力 、 整 体 地 考 虚 问题 的 能 力 以 及 运用 对 应 . 函 
数 , 同 构 , 极 限 , 方 程 等 数学 观念 的 能 旋 . 

思维 品质 是 衡量 思维 能 力 强 弱 的 一 个 指标 ， 数 学 习题 使 学 生 
的 思维 活动 有 一 定 术 平 的 有 的 性 、 方向 性 确定 性 和 辨别 性 ,从 而 
为 成 培养 学 生 良 好 的 民 维 品质 的 重要 工具 ， 在 解 题 祷 动 中 , 有 的 
放 秋 地 转 忙 解 题 方法 , 从 一 种 途径 转向 另 一 种 途径 , 可 以 培养 思维 
的 如 活性 ; 坚持 数学 运算 速度 的 了 要求 , 同 计 使 学 生 掌握 合理 的 运算 
技巧 和 探索 问题 的 方法 , 下 以 培养 学 生 思 维 的 敏捷 性 ; 分 析 数 学 习 
题 的 条 件 的 实质 ， 以 及 条 件 之 间 的 相互 联系 ,发 现 题 的 隐 含 条 件 ， 
可 以 嫌 养 学生 上 思维 的 深刻 性 ;使 学 生 明 白 所 选择 的 解 题 必 路 是否 
正确 , 普 于 发 现 问 题 , 提出 质疑 及 时 氢 弃 自己 的 错误 , 可 以 培养 学 
生 思 维 的 指 淹 性 ; 在 解 题 中 引导 学 生 重 视 带 规 而 双 不 导 守 成 规 , 党 
求 变 异 , 从 多 角 府 ,全 方位 考虑 问题 ; 可 以 详 养 学 生 志 维 的 广阔 性 : 
* D0 + 


在 解 题 中 划 局 学 生 衬 动 地 、 独 立地 、 别 出 作坊 地 提出 新 方法 、 新 砚 
解 ,不 循 因 守 旧 , 小 迷信 权威 , 善于 琴 想 , 善于 类 出 、 推 广 , 可 以 培养 
字 生 思维 的 创造 性 , 

除了 和 镶 为 方 面 的 培养 之 外 ， 数 学 习题 还 在 非 智 力 方面 有 载 养 
作用 . 辛 钦 (4, 红 , Xarqar) 着 重 指 出 过 , 数学 课程 对 形成 学 生 的 性 
格 和 道德 个 性 方 曾 有 巨 天 的 作用 ， 他 等 别 据 到 如 下 四 点 ， 即 真诚 、 
正直 、 鉴 蕊 入 取 。 完成 数 掌 习题 和 进行 写作 不 同 , 在 写作 中 , 学 
生日 己 有 来 蚌 成 功 的 东西 ， 可 能 得 到 完全 不 同 的 评价 对 于 数学 
习题 , 则 古 交 一 砷 情形 ,总 是 从 一 个 确定 性 来 评价 解 题 的 好 坏 . 学 
生 是 己 能 够 .并且 应该 善于 检查 出 其 中 的 逻 厚 性 错误 在 解 题 时 ， 
他 连 检查 管 案 是 否 正 确 的 方法 也 了 解 ， 不 难 理 解 , 结果 的 清晰 无 
误 , 能 够 并 且 在 事实 上 也 积极 地 影响 着 学 生 的 项 强 性 、 竖 定性 的 形 
成 成 功 在 这 里 也 是 直接 感觉 得 到 的 , 正如 在 一 盘 棋 或 一 场 体 育 
比 午 中 那 社 , 学 生 自 己 能 够 怀 着 类 似 的 信心 , 像 他 们 那些 权威 性 老 
师 那 祥 判断 和 评价 自己 的 成 果 .,” 对 于 一 个 数学 习题 的 解答 ,一 
般 没 有 正确 与 错误 之 争 , 而 只 有 好 与 不 好 的 问题 , 数学 真理 性 的 这 
种 不 可 和 争辩 性 ， 包含 着 巨大 的 教育 价值 。 当 十 二 岁 的 爱 因 斯 坦 接 
触 到 “三 角 背 的 三 个 高 交 于 一 点 ， 它 们 本 身 虽然 不 是 显而易见 的 ， 
但 是 可 以 很 可 靠 地 加 以 证 明 ， 电 至 任 何 怀 疑似 乎 都 不 可 能 ”5 二， 目 
肝 了 一 个 逻辑 体系 的 奇迹 之 后 , 曾经 赞叹 殉 几 里 得 几何 “使 人 类 理 
入 获得 了 为 取得 以 后 的 成 就 所 必需 的 信心 .” 

数学 习题 的 教育 功能 壕 在 于 它 能 给 学 生 以 美的 网 治 ， 数 学 习 
题 的 条 件 前 和 谐 性 .独立 性 , 形式 的 对 称 性 , 解法 的 合理 性 .简练 性 
入 独创 性 , 一 题 冤 解 的 殊途同归 ,无 不 才 现 了 数学 的 统一 美 . 简单 


[1] 0. B. 格 涅 坚 笠 + 当代 世界 的 数学 和 数学 教育 ?，* 齐 齐 哈 和 师范 学 院 学 报 增 
刊 ' 数 学 教育 研讨 31987 年 总 月 . 
[2] 《 爱 因 斯 坦 文集 第 一 卷 弟 4 页 ,商务 印 书 沉 , 1976 年 ， 


美和 奇异 美 。 在 数学 习题 的 解法 的 探索 过 程 中 ， 其 动力 往往 来 自 
对 美的 追求 ， 魏 耳 ( 昌 , WeyD) 说 过 “除了 语言 和 音乐 之 外 , 数学 是 
人 类 心灵 的 币 由 创造 力 的 最 主要 的 表现 , “我 的 工作 常 想 把 真实 
和 和 美 统一 起 来 , 但 当 我 不 得 不 在 这 两 者 中 选择 时 , 我 通 解 选择 美 ， 

此 外 , 通过 数学 习题 中 的 辩证 思想 , 数学 习题 反映 着 客观 现实 
的 各 种 现 裳 ， 可 以 向 学 本 进行 淳 让 唯物 主义 世界 观 的 教育 ， 数学 
习题 所 反映 的 我 国 忧 统 数 学 的 成 就 ， 以 及 科学 技术 文化 的 发 展 成 
就 , 有 助 于 学 生 爱 国 主义 思想 的 培养 , 

三 、 评 价 功 能 

字 业 成 绩 的 检查 与 评定 是 整个 教学 过 程 的 有 机 部 分 。 数 学 成 
绩 的 好 坏 一般 症 通过 解 是 来 评定 的 ， 评定 的 内 容 有 两 方面 , 一 是 
基 识 水 平 , 二 是 能 力 术 平 ， 目 前 我 国 中 小 学 数学 的 考评 , 是 以 考查 
知识 水 平 为 主 的 , 同时 结合 考查 能 力 水 平 ， 各 级 数学 竞赛 试题 则 
以 考查 能 力 为 主 . 

以 考查 知识 水 平 为 主 的 试题 , 应 考虑 题目 是 否 符合 教学 大 网 
的 要 求 , 知识 的 覆盖 面 , 掌握 知识 的 深度 和 运用 知识 解决 问题 的 部 
练 程度 . 以 考 在 能 力 水 平 为 主 的 试题 ， 如 数学 竞赛 题 , 其 “性质 和 
学 较 中 的 考试 是 不 同 的 ， 和 大 学 的 入 学 考试 也 是 不 同 的 ! ”数学 党 
琴 题 必须 ` 能够 灵活 地 人 掌握 已 知 的 原则 , 和 利用 这 些 原则 去 解决 问 
题 , “正确 屿 考 台 和 锥 炼 同学 们 的 数学 才能 ”， 钙 美 国有 一 种 8AT 
(Boholagtic Aptitude Testy 测验， 它 是 美国 的 “大 学 入 学 考试 委 
员 会 ”为 16~18 岁 的 高 中 毕业 生 设 计 编 制 的 标准 化 能 力 测验 
SAT 的 数学 部 分 称 为 SAT-M, 这 种 测验 共有 60 道 选择 题 , 主要 
测定 学 生 数 学 学 习 能 力 的 发 展 水 平 , 面 不 是 一 般 数 学 学 科 的 学 习 
成 绩 , 试题 写 学 科 知 识 没 有 直接 联系 , 因此 聪明 的 少年 也 能 完成 这 


[1] 开罗 内 *# 故 学 党 着 3 本 数学 通报 > 2956 年 第 5 期 ， 
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一 专 为 商 中 毕业 生 设计 苇 制 的 测验 , SAT -区 测验 曾 被 用 来 比较 
中 闫 两 国 数学 早 慧 儿童 前 数量 机 质量 的 其 导 。 


第 三 章 ” 数 学 习题 的 科学 性 


科学 性 是 对 数学 习题 本 身 的 结构 和 叙述 的 全 理性、 严 遵 性 和 
清晰 性 的 要 求 ， 一 个 条 件 不 足 或 叙述 不 清 的 数学 习题 ， 即 使 一 个 
具备 良好 基础 和 数学 能 力 的 学 生 也 会 感到 胃 吕 不 解 ， 在 考试 中 则 
会 导致 学 生 非 正常 的 失 分 ,严重 影响 考试 的 效 度 和 信和 度 ， 不 符合 
科学 性 的 习题 ,不 仅 浪费 人 们 的 宝贵 时 间 ,并且 可 能 将 初学 着 引入 
歧途 ,尤其 对 于 学 生 的 逻辑 思维 能 力 的 形成 和 发 展 将 带 来 损害 . 演 
算 不 符合 科学 性 的 习题 , 久而久之 , 还 会 使 学 生养 成 缺乏 独立 思考 
和 缺乏 自信 心 的 心理 状态 ， 

下 面 这 个 高 考试 题 , 由 于 其 措 词 不 清 , 曾 在 全 国 范围 内 引起 相 
当 广 泛 的 不 同 解释 , 该 题 为 " 犯 物 线 的 方程 是 久 ~ 2z， 有 一 个 半径 
为 1 的 图 ; 圆心 在 = 轴 和 运动， 亲 这 个 圆 运动 到 什么 位 置 时 ， 圆 与 扫 


和 


人 的 原意 是 “ 辣 与 抛物 线 在 同一 交点 处 的 切线 互相 重 直 ,* 由 于 铅 
少 “ 同 一 ” 现 个 字 ， 以 该 年 黑龙 江 省 的 考生 为 例 , 根据 抽样 统计 大 
约 有 15%% 的 人 型 解 为 “在 一 个 交点 处 加 (或 抛物 线 ) 的 切线 与 另 .一 
交点 处 的 出 物 线 ( 或 加 ) 的 切线 互相 季 直 , ”应 该 说 这 样 的 更 解 是 
无 可 责难 的 . 了 是 试题 木 身 的 歧义 就 极 大 地 损害 了 考试 的 有 效 性 . 
类 似 上 述 这 种 在 科学 性 方 语 全 得 商检 前 数学 题 ， 目 前 不 仅 在 数学 
读物 上 慰 见 不 鲜 ， 而 且 在 课本 以 及 茶 些 重大 的 考试 试题 中 也 时 有 
发 现 , 这 一 现象 的 存在 , 除了 说 明 题 目的 编制 者 其 能 力 有 某 种 缺陷 
之 外 , 更 重要 的 荐 说 明 评价 数学 习题 科学 性 的 理论 普及 的 必要 性 ， 
下 鹿 讨 论 数学 习题 科学 性 的 六 条 标准 ， 
2 和 ， 


. 有 关 的 压 念 必须 是 被 定义 的 ; 
: 有 关 的 记号 必须 是 被 站 天 的 ; 
. 条 件 必 须 是 充分 的 ,不 闻 盾 的 ; 
.条 忻 必 须 是 独立 的 ,最 少 的 ; 
. 般 还 必须 是 清楚 的 ; 

. 要 求 必 须 是 可 行 的 。 


人 全 上 有 和 二 


第 一 节 有关 的 概念 必须 是 被 定义 由 


明 殉 的 概念 是 每 一 个 系统 (课本 就 是 一 个 系统 ) 科 学 叙述 的 超 
点 , 习题 中 所 提供 的 概念 应 以 本 系统 所 提供 的 为 准 , 既 不 能 出 现 本 
系统 所 未 定义 的 概念 ， 也 不 能 违背 本 系统 对 概念 的 定义 而 作 尾 何 
其 但 的 解释 . 

【 例 吉平 而 4BO 外 一 点 一 到 和信 4B0 三 边 的 距离 相等 ，O 
是 入 4BO 的 内 心 . 求证 : GP 上 平面 4BC. 《六 年 制 重 氮 中 学 高 
中 课本 < 立体 交 何 > 第 52 页 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，19881 年 12 月 第 1 
版 ) 

此 例 涉 及 和 概念; “点 到 线段 的 上 距离 ”， 课 本 虽 有 “点 到 直线 的 距 
离 ” 的 定义 ,但 并 未 定义 “点 到 线段 的 距离 ”而 对 于 后 者 ,人 们 常 沉 
作出 不 癌 的 解释 ， 

T， 点 到 线 眉 的 距离 就 是 点 浏 此 线段 所 在 喜 线 的 下 次 ; 

2. 从 一 点 作 线 段 所 在 直线 的 重 线 , 如 果 疏 足 在 线段 内 , 那么 
这 一 点 到 站 线 前 距离 叫做 点 到 线段 的 距离 . 

于 是 , 命题 的 真 假 引 起 了 争议 ( 赐 辣 四) ， 文 [二 ，[ 引 坚持 第 


[ 1] 天 继 武 ,《 对 .一 习题 的 着 法 2，《 教 学 与 研究 (中 学 数学 )31986 年 第 6 期 ， 

[3 ] 吉英 本 :对 一 道 习题 的 商 梭 ,中 学 数学 古 容 ?1986 年 第 11 期， 

[ 3 ] 起 中 党 ,< 关于 ' 校 杜 的 高 和 楼 锥 的 高 的 定义 "的 异 说 $, 《教学 与 研究 {中 学 数 
学 )z1986 年 第 工期 ， 


» 


I 种 理解 ， 这 六 ， 从 呈 点 作 平 面 4BO 的 重 线 ， 其 息 足 也 可 能 是 
人 六 4BO 的 旁 心 ， 并 不 一 定 是 入 480 的 内 心 ,因此 结论 “0PlL 
平面 4B0 难以 成 立 . 


[ 例 信 《Va+ 二 六 一 】 展开 式 中 前 三 项 的 系数 成 等 其 数 


列 , 求 展开 式 中 的 有 理 项 . 

我 们 知道 ,二 项 展开 式 各 项 的 系数 是 

Os, OF, Oh, 本 Ua Os, 

记 旺 天 或 (中 ?分别 代 表 什 么 无 关 , 因此 , 在 上 例 中 二 
天 式 《V+ 了 一) 展开 式 前 三 项 的 系数 是 08，OR，O8 面 不 
是 0 1 4 二 04, 于 人 成 等 差 数 列 
才 有 有 解 , 记 以 题 中 有 关 条 件 的 措 词 应 改 述 为 “展开 式 中 前 三 项 字母 
2 的 系数 成 等 差 数 列 ,” 以 期 符合 命题 的 初 训 . / 

【 例 3] 证 明 四 边 形 4BOD 是 梯形 的 充 机 条 件 是 sin4sinO 


=gin Bain D. 

在 四 边 形 4BOD 的 条 性 下 , 有 4 二 B-HOD=2r， 一 rm<< 
一 ,BB 一 D<w, 于 是 

gin A ginO =ain B sinD 

< cos(A+O)— cos( A—0 =o008 (B+ DY) -og(B— D) 

«COB(A—0) =005B— D) 

-UU=+(8B-D) 

全 十 用 == 哺 二 口上 成 4 十 B=04 卫 

~ APFODwR ADY BO., 

通过 以 上 分 析 , 悟 以 看 到 ， 只 有 将 梯形 定义 为 “一 弓 对 边 平 行 
的 四 边 形 ,上述 合 题 才 是 真 命题 , 这 就 违背 了 目前 次 x 中 的 定义 ， 
一 组 对 边 平 行 便 男 一 组 对 边 不 平行 的 四 边 形 则 做 梯形 。*” 诚 然 ， 
» 36 。 


关于 梯形 的 定义 诅 优 熟 劣 ,教学 法 专家 们 还 持 丰 不同 的 意见 ， 但 
是 , 作为 一 个 数学 习题 , 有 关 概 念 的 运用 应 以 课本 为 淮 , 万 基 不 可 
缺少 的 一 质 科 学 性 的 要 求 . 


二 市” 有 有关 的 记号 必须 古 被 阅 明 的 


数学 记号 是 用 以 代表 概念 或 联系 词 的 ， 在 不 同 的 系统 中 同一 
概念 可 以 用 不 回 的 记号 米 表 示 , 如 “实数 集合 ”, 课本 中 用 尼 表 示 ， 
而 中 中 则 用 力 来 宕 示 , 思 在 课本 中 又 常常 用 以 表示 线性 方程 组 的 
系数 行列 式 ， 又 如 ~ 二 1， 在 不 同系 统 中 被 解释 为 w 一 I=# 或 
~ 一 1 一 士 多 而 在 现行 课本 中 则 什么 也 不 表示 , 也 就 是 说 一 TI 在 
现行 课本 中 是 一 个 未 被 阅 明 的 记号 . 在 国际 中 学 生 数 学 奥林匹克 
党 赛 中 , 凡是 出 现 并 非 为 各 国 中 学 生 所 普 谢 熟悉 的 记号 , 如 [2 (不 
大 于 实数 二 的 最 大 整数 ),dog(Z (多 项 式 p (zx) 的 次 数 )， 都 特别 阐 
明 它 的 章 义 , 这 是 完全 必要 的 . 

【 例 4】 6,8 是 什么 实数 时 ,ga 十 ND 是 有 理 数 ? 是 实数 ? 是 虚 
数 ? 是 纯 惠 数 ? (全 日 制 十 年 制 学 校 高 中 课本 < 数学 第 三 册 > 第 115 
页 , 人 民 教 育 出 版 社 1979 年 4 月 第 1 版 ) 

当 8<0 时 ,表示 什么 ?这 是 课本 未 阐明 的 记号 , 学生 无 法 
理解 , 所 以 本 题 在 改编 课 水 时 被 型 所 当然 地 了 予以 扬弃 ， 

【 例 避 ” 没 ” 是 正 整数 , 求证 

(oog O46 in d= 008( 一 9 ) + (nD. 

(全 日 制 十 年 制 学 校 高 申 课本 < 数学 第 三 册 ? 第 112 珊 , 人 民 教 育 出 
版 社 1979 年 4 月 第 十 版 》 

洛 复 数 和 洒 说 , 当 m% 是 正 整 数 时 ,2 起 示 什 么 ?课本 并 未 阅 


[1 于 连 林 半 4 由 每 数学 习题 灌 ” 第 一 其 ?第 世 页 ， 衬 学 出 版 往 1980 年 9 月 第 
1 版 。 
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明 ， 放 编 后 的 课本 (高 级 中 学 课本 < 代数 第 二 册 ( 甲 种 本 )» 第 229 
页 ， 人民 教育 也 版 社 1984 年 9 月 第 工 版 ) 虽 曾 前 明 * 式 子 (oos 9 


iain 的 -1 的 意义 是 一 一 ”, 仍 感 不 足 , 应 该 明确 地 指出 记 


COS 站 十 的 刘表 ’ 


导 Y ”由 下 式 定 尽 ， 
sn = 三 ,其 中 nEN, sEO, sg40. 


由 于 人 们 对 数学 记号 的 理解 不 癌 , 常 引 起 对 某 些 习题 的 争论 . 
争论 的 部 分 原因 , 是 茶 些 数学 记 导 在 特定 课本 的 音节 里 ,其 润 头 有 
所 约定 , 如 在 数 麟 "中 , 约定 用 十 4 分 草 表示 等 差 数 列 的 公 善 和 等 
比 数列 的 公 比 , 在“ 根 式 运算 “中 约定 学 母 都 表示 正 数 ,但 这 些 记 号 
离开 了 特定 的 章节 , 是 否 仍 具有 原来 所 约定 的 润 义 呢 ?不 能 这 样 斌 


为 , 如 vw 在 “ 根 式 运算 2 中 化 简 为 ww ,离开 这 一 具体 章节 , 则 
应 有 
二 -| 4 (v0); 
一 gw (wi. 
[出 6] 求 曲 线 史 一 多 一 吧 2 一 6 二 8Rtp>0 所 围 成 图 形 绕 
2 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 体 积 。( 全 日 制 十 年 制 学 校 高 中 课本 < 数学 
第 四 英 ? 第 205 页 ,人民 教 育 册 版 社 1979 年 8 月 第 二 版) 
本 题 中 有 两 个 表示 常量 前 字母 天 和 4, 靶 中 必 >0、 但 是 4% 表 
示 导 么 呢 ? 人 们 存在 者 两 种 不 同 的 意见 ; 一 种 认为 8% 汪 0; 另 一 种 认 
为 应 分 为 wd>0, 4=0 及 46<0 三 种 情形 加 以 讨论 ， 前 一 种 意见 以 
教学 会 沽 书 为 代表 ,其 理由 可 以 想 痊 ,即将 必 一 咏 二 他 看 趟 双 曲 线 
的 标准 方程 , & 是 它 的 半 实 ( 式 虚 ) 轴 , 于 是 se> 几 后 一 种 意见 则 将 
xi 厦 作 一 般 方程 中 的 一 个 实 常 数 , 所 以 有 : 


如 十 下 
1. 当 a>0 时 ,所 求 体积 为 | ow(w? 一 9) gi 


2. 当 #0 时， 再 分 为 三 种 情形 ，( 了 Dh<12a| 时 ， 本 旺 无 
#4 2 。 





解 ;120j= 128| 时 ,所 求 体 积 为 由 他 Ji> 192 了 时， 所 求 体 丙 为 
| ww (0 a dr, 

对 本 题 的 慨 善 外 理 是 添加 条 性 g>> 山 这 样 就 可 避免 题 意 发 生 上 里 
XX， 


第 三 书 条件 必须 是 充分 的 ,不 矛盾 的 


从 教育 观点 来 看 , 我 们 不 能 让 学 生 去 证 朋 一 个 候 命 题 , 也 不 能 
下 学 生 去 解答 一 个 无 解 的 计算 题 。 对 作 图 题 和 轨迹 题 , 在 讨论 中 
部 分 地 出 现 无 解 或 无 轨迹 的 情形 是 应 该 允许 的 ， 但 不 应 整个 题 无 
解 或 无 轨迹 .。 唯 独 对 于 解 方 程 (组 ) 或 解 不 等 式 ( 组 ), 其 结果 允许 
无 解 ， 也 就 是 多 许 所 给 的 方程 (组 ) 或 不 等 式 ( 组 ) 是 矛盾 方程 或 巴 
盾 不 等 式 ， 因 为 解答 这 类 习题 , 我们 要 求 的 是 求 出 解 集 , 而 空 集 是 
其 中 可 能 出 现 的 一 种 情形 . 

条 件 不 足 的 命题 不 是 焉 命题， 我 们 常常 通过 举 反例 的 方法 来 
说 明 这 一 点 ， 

【例外 ”两 条 和 斜 线段 P4, PB 和 平面 a 所 成 的 角 相 等 的 充 要 
条 忻 是 了 4=PB， (六 年 制 重点 中 学 高 中 课本 < 立体 几何 > 第 30 
页 , 人民 教育 出 版 社 1981 年 12 月 第 版 ) 

实际 上 , 当 卫 点 在 平面 a 内 时 ,我 们 既 不 能 由 “PA4=.PB” 推 
出 ^ 两 条 斜 线段 P4，PB 和 和 平 而 a 所 成 的 角 相等 ”也 不 能 由 "两 
条 和 侨 线 段 了 4, PB 和 平面 a 所 成 的 角 相等 "推出 “PA 一 PB”， 因 
此 , 本 题 是 假 命 题 . 纠正 的 办 法 是 在 已 知事 项 中 补充 条 忻 ,“ 卫 点 在 
平面 x 外 

[ 例 8] 求证 共生 炭 数 的 nm (wE NW 次 界 仍 是 共 固 虚数、 (高 
级 中 学 课本 «代数 第 二 册 { 甲 种 本 )3 第 239 页 ， 玉民 教 育 出 版 社 19 
34 年 8 月 第 1 版 ) 
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我 们 容易 举 出 上 述 俞 题 的 反例 ， 囊 实 上 , 设 


证 + a 
衬 一 r{ cog 本 tisinT) 
" jb 


Ue) 
当 nl 时 sin 一 站 0， 所 以 z 与 z 是 共 诡 虚数 ,但 


2 一 人 AT SODS TH 十 名 入 i A) 一 一 全， 


则 


z= toog( — om) ain(— wm) l= —, 

因此 与 "不 是 共 辐 虚数 ， 特 别 地 , 当 n=83 时 , 工 的 两 个 虚 立 方 
根 与 oo 是 共 物 虚数 ， 但 它 的 3 次 蜂 都 等 于 1, 当然 不 是 共 圈 虚 
数 , 纠正 本 题 的 办 法 是 , 将 已 知事 项 和 结论 中 的 “其 纯 虚数 ”都 改 为 
其 磷 复 数 . 

t 例 9 入 4BC 中 4B>A0，4B，AO 的 中 重 线 分 别 交 BO 
于 力 , 是 两 点 .求证 4D>>4BE，(k 数 学 基础 荐 练 (初中 二 年 级 第 
二 学 期 )3 第 56 页 ,广东 教育 出 版 社 、 酒 南 教 育 出 版 社 . 湖 南 教 育 出 


作 版 社 1985 年 12 万 ) 
ED 本 题 的 已 知事 项 既然 有 4B, 40 
/2 的 中 垂 线 分 别 交 BO 于 六 ， 吾 两 点 ” 
EY \ 就 排除 了 4 是 直角 的 可 能 , 当 人 4 


是 钝 角 时 ， 由 已 知事 项 可 以 得 出 
“4D> 4 如 的 铺 论 ; 而 当 人 4 是 锐角 
时 (图 8-1) 则 有 4D<< 4A 实际 上 我 们 可 先 证 明 且 不 在 了 D,O 之 
闻 , 因为 若 不 然则 DD 在 B, 用 之 间 , 这 时 | 
A BID+/ADAE+ZBAO 
=/AB+ /DAN+/O 
-150° — 有 二 DAN 


图 3-1 


s G0 4 


3A-180° + A DAR, 
/A- 90°+ 二 人 DAB>90° 
此 与 4 是 锐角 矛盾 ， 所 以 吾 在 六 ,万 之 间 . 于 是 
万 用 = /ADB='80°—92.78B, 
-AED= /ANCO=—180 ,2/0. 
CO 有 
> 
用 再 -> AD. 

遂 过 以 上 上 反例, 可 知 本 题 的 已 知 条 件 是 不 充分 的 。 纠正 的 办 
法 是 在 已 知事 项 中 增添 条 件 “ 一 B4O 为 钝 角 ”. 

无 论 是 计算 题 还 是 证 明显 , 我 们 的 原则 性 的 要 求 是 : 条 件 必 须 
是 不 矛盾 的 . 一 道 数 学 习题 是 一 个 和 谐 的 整体 , 各 已 知事 项 之 间 除 
了 题目 所 陈述 指出 较 显 然 的 关系 之 外 ， 往 往 还 受 着 一 些 隐 含 条 件 
的 约束 , 如 果 不 能 把 气 这 种 内 在 的 、 隐藏 的 相依 关系 , 就 有 可 能 失 
去 和 谐 性 , 在 条 件 之 间 产 生 矛 盾 .我 们 说 这 种 矛盾 关系 有 了 时 是 如 此 
隐藏 ， 以 致 当 我 们 根据 题 设 的 不 和 谐 条 件 ， 帝 可 以 把 题目 “ 解 了 出 
来 ”。 题 且 中 的 条 件 矛 盾 的 情形 有 以 下 儿 种 ， 

一 、 直 接 与 某 个 真 命题 相 恒 

【 例 10】 一 个 正三 棱 台 的 下 底 和 上 底 的 周 长 分 别 为 30 em 和 
12 em, 而 俩 面积 等 于 两 底面 积 之 差 , 求 斜 高 ，(1987 年 全 国 高 等 
学 校 招生 理科 数学 试题 ) 

由 本 题 的 已 知 条 件 可 得 

下 底面 积 = 侧 面积 + 上 底面 积 ， 
这 一 关系 直接 与 下 列 定 理 相 停 ， 多 面体 任何 一 面 的 而 积 小 于 其 他 
各 面 夯 积 之 和 . (这 个 定理 是 平面 几何 定理 “多 边 形 任何 一 边 小 于 
其 他 各 边 之 和 ”在 空间 的 推 )。) 
* 9] 。 


二 、 上 不 假 的 前 提 
[ 朝 1 已 如 5g>>0, 且 de 十 3953=4ab5， 求 证 


2 
lg -te (gat lg5). 


下 硬是 本 题 的 一 个 “解法 ”， 
将 4 十 9 一 4o7p 变形 为 


i -0 " 


两 边 取 常用 对 数 ,再 乘 以 二 得 


S353p 1 
隐 一 [一 一 可 人]g% 十 下 田 ， © 


这 一 解法 看 起 来 泡 懈 可 而 , 但 实际 上 由 四 到 个 必须 具备 条 件 ; 
总 >0 00 而 根据 4,5 的 已 知 关系 , 4 上 十 933 一 4 中 ,可 推 关 (2 一 
0 一 一 8 ,由 放 判 断 9, 5 不 可 能 是 非 零 实数 , 更 不 可 能 都 是 正 
数 ， 所 以 本 虹 的 前 提 是 虚假 的 ， 它 不 能 使 结论 坛 宇 了 于 一 地 
dg g++ 夫 引 有意 闵 、 

三 、 由 于 条 性 过剩 导 数 坪 不想 容 

[ 例 2】 已 知人 4B0 中 4:B:0=2:8:4, 4B:BO 一 3:2 AG 
5, 求人 和 八 4BO 的 周 长 ，(1935 年 安徽 省 成 人 高 校 招生 数学 试题 ) 

由 已 知 和 480 中 4:B8:0=2:8:4, 可 得 是 一 和 ”0 一 加 ,于 
是 4B: BO=gin Oi:gin A=gin 80°:sin 40°—2008 40* 这 与 已 
各 条 件 44B8: BO 一 3:2 矛盾. 

怎样 下 正题 月 中 的 错误 呢 ? 洽 虑 到 AO 是 唯一 的 已 知 线 段 , 所 
以 条 件 40=5 不 可 去 掉 ， 于 是 可 以 得 下 列 几 个 方案 . 

1， 去 掉 条 性 4B: BO 一 38:2, 

92， 保留 4B:BO=3:2 去 掉 条 件 4:B:O=2:8;4， ,0°<B 
180° 条 人 忻 下 ; 对 BB 任意 赋值 ; 


+ 


3. 保留 AB;BO=-3:2, 去 控 条 性 4:B:O=2:3:4, 对 如 本 
值 , 但 考虑 到 4 非 入 ABO 中 的 曼 大 第 ， 因 此 赋值 圭 受 到 限制 . 
事实 上 ， 设 48= 吉 ,BO= 中 (图 3-2)?， 出 
3) 十 辣 -一 (D0) 
2x3Ex5 
十 
四 
印 R68cosd + B=0, 
此 式 开 有 正 值 当 且 仅 当 
A= (co0g A)?—4x830, 
县 cos24>> 二 . 
因为 4 必须 是 锐角 , 故 有 


O08 /1 —— 


cos 划一 








A ne I 








这 说 明 在 0?-4<arecos 人、 2 5 条 件 下 对 .所 同 值 , 已 知 条 件 将 
是 各 谐 的 ; 

4. 保留 4B: BO=3:2, 去掉 条 件 4:B:O=23:3:4 对 口 性 尼 
赋值 . 

【[ 例 13】 甲 从 人 地 出 发 到 召 地 , 己 从 吾 地 出 发 到 4 地 、 甲 


先行 2 公里 , 则 又 经 2 小 时 后 在 4B 的 中 点 处 与 乙 相 过 ;车 同时 册 
发 , 则 相遇 后 中 再 幢 3 二 小 时 到 达旦 地 , 乙 再 走 1 小 时 到 达 4 
地 ， 同 四 、 乙 册 人 的 速度 各 是 多 少 ? 《1984 年 江苏 省 南通 市 部 县 
高 中 中 专 统一 招生 试题 ) 
对 本 题 的 以 下 分 析 是 视 正平 (1985) 作出 的 . 
设 甲 的 速度 为 每 小 时 公里， 乙 的 速度 为 每 小 时 gy 公里 。 风 
+ 


由 题 总 
轿 先 行 3 公里 又 经 2 小 时 所 走 的 路 程 


= 乙 经 2 小 时 所 走 的 路 程 . 
可 列 出 方程 2 十 2w 一 29， 
即 v—y+1=0 OD 


又 由 题 意 , 甲乙 同时 出 发 ,两 人 相 过 后 矶 再 用 2 三 小 时 所 去 
的 路 程 十 乙 再 用 也 小 时 所 走 的 路 程 一 4，B 两 地 之 间 的 路 程 . 


可 列 出 方程 2 To+ 十 Y" 弧 ， 


即 25z 一 247 一 0 四 
又 由 题 总, 甲 、 乙 问 时 出 发 ， 两 人 相遇 前 所 用 的 时 间 相 等 ， 即 
甲 走读 y 公里 所 用 的 时 间 一 乙 走 2 二 “公里 所 用 的 时 间 . 


可 到 出 方程 工 靖 多 二 mc 一 2 于 了 二 押 
部 Bs—y=0. ® 

通过 以 上 分 析 可 知 , 两 个 未 知 数 ,要 洲 尼 3 个 约束 条 件 , 实际 
上 由 人 D, @, 图 组 成 的 方程 组 是 矛盾 方程 组 , 所 以 本 题 应 该 认为 是 
错 题 . 

修改 本 题 的 一 个 简单 易 行 的 方案 是 ， 去 挤 一 个 过 莘 条 件 , 将 
“又 经 2 小 时 后 在 4B 的 中 点 处 与 乙 相 遇 ” 放 为 只 小 时 后 两 人 所 走 
的 路 程 相等 "。 这 样 就 只 能 列 出 方程 和 同 , 解 得 %=4, y 一 5. 

四 、 有 关 的 已 知 量 同 值 不 当 

【 例 1 已 知 


sin a = 六， ooa(a+B) 一 一 二 
且 a, 6 都 是 锐角 , 求 cosB8，( 全 日 制 十 年 制 学 校 高 中 课本 < 数学 第 
一 器 > 第 164 页 , 人民 教育 出 版 社 1979 年 2 月 第 工 版 ) 


二 半生 


en 


F* 旦 时 


我 们 容易 指出 已 知 条 性 


Sin ex 一 器， DD 
__11 

COS {e+ 月 ) 和 1 2 

Oa, B< 人 


的 矛盾 性 .事实 上 . 出 钨 得 0 天 w 十 有 <a 十 洁 挟 本 在 (0, m) 上 余 
苇 函数 单调 递减 , 从 而 有 


Cog (0+ 8) > 008 (et) — gine, 


将 四 ,加 分别 代入 ,得 ~ 于 > -总 ,这 是 矛 导 的 ， 

欲 消除 上 述 矛 盾 , 使 本 题 的 已 知 条 件 得 以 协调 , 在 其 他 条 件 不 
变 的 情况 下 , 可 将 @ 改 为 sina 一 ,这 里 hE (本 ,1), 或 将 @ 让 为 
costat 8) =h, 这 里 4E( 一 吾 ， 0) 

[ 例 15] 一 个 长 方形 的 对 角 线 为 5, 长 与 宽 之 和 为 8, 求 这 个 
长 方形 的 面积 . 


考虑 题 设 条 件 , 令 长 方形 的 长 各 宽 分 别 为 zy, 则 对 角 线 长 为 
NM 人 十 妨 , 面积 为 ay， 有 





| 出 
十 及 =5 全 
ii aeya | _ 
本 | 中 一 也 | 得 XY = 。 


这 一 绪 井 家 而 上 看 来 似乎 无 可 指责 , 实际 上 是 有 问题 的 , 因为 
题 设 条 忻 中 包 合 着 矛盾 ， 压 根 儿 不 存在 这 样 前 长 方形 。 就 方程 组 
来 分 析 ， 
由 全 ,得 多 一 总 一 人 
» DE 


代入 图, 得 ~ (8—2)* =6, 
两 边 平方 后 整理 ,得 349 一 4 一 一 7 
这 是 一 个 矛盾 的 式 子 ,说 胃 原 方程 组 不 存在 实数 解 . 
长 方形 的 长 、 宽 之 和 与 对 角 线 长 是 存在 着 隐 合 的 制约 关系 
的 ， 因 为 
(+) 2 te), 








训 出 现 了 矛盾 ， 

青 看 一 个 流行 其 广 的 错 题 ， 

【 例 16】 已 知 平行 四 边 形 的 两 邻 边 长 分 别 为 3, 9, 两 条 对 角 
线 的 一 个 交角 为 和 "， 求 平行 四 边 形 的 面积 . 

如 疼 3-3, 平行 四 边 形 的 面积 及 一 全 x Say gin 60° = V3 wy. 

出 余弦 定理 得 

2 十 旷 一 2204 og 60° = 33, 
A 120° = 

解 之 得 wy 一 36， 从 而 得 8=36~ 3 ， 

考 虑 到 两 邻 边 分 别 为 8，9 的 平行 四 边 形 , 其 最 大 面积 ( 当 为 
症 形 时 ) 为 3x9=27, 因 此 上 述 结果 访 =386v 8 是 不 合理 的 ,产生 
这 种 情况 的 原因 是 题目 中 的 已 知 条 件 不 和 谐 ,下 面 我 们 作 一 般 性 
的 分 析 ， 

丙 邻 边 分 别 为 6，Bka 所 及 的 平行 四 边 形 ， 其 对 角 线 所 成 的 盖 
的 取 仁 范围 起 样 ? 


如 图 $--4, 我 们 有 
2 0+ =03 OD 
二 一 站 
ou- 一 ® 





Th 
nn J 


全 -- 世 ) 得 9 oog m= 下 
ZY 


品 
'" me 


注意 到 24y 所 太 二 矿 , 并 考 娩 中 ,入 
Pa bi—o 


CO Oo po 
中 式 当 = 到 平行 四 边 形 为 姚 形 时 壤 等 恕 。 
po 
HI CO Bm 
一 =ar0 cos 生 必 36?53 ， 
由 此 可 部, 取 0= 人 0 是 不 合理 的 ， 为 运算 简便 起 见 , 可 取 c=30°, 
ba 一 


| 
若是 到-60", 则 有 > 匡 和 7 即 DEV30 当 5"9 时 07 


yg=3, $5=9 He eon 





sav 此 时 可 能 取 的 整数 什 为 6, 7, 8; 当 9 一 3 时 ， b<3M3, 哆 
时 5 可 能 取 的 整数 值 为 4, 5 


第 四 节 “恒等式 与 条 件 等 式 中 的 条 件 不 足 问 是 


关于 条件 不 足 的 问题 在 层 等 式 与 条 件 等 式 中 是 较为 常见 的 ， 
本 节 专 门 讨论 这 类 问题 . 
中 等 式 的 概念 , 有 关 的 数学 文献 中 是 有 委 议 用 ， 中 初中 数学 
[网 见 深 音 尖 洛 大 《恒等式 和 力 程 的 概念 ?< 数学 通报 ?21956 年 党 记 ， 
s HF + 


课本 指出 ; “如 果 两 个 代数 式 , 不 管 其 中 的 字母 取 ( 使 两 式 都 有 意义 
的 ) 什么 值 , 这 两 个 代数 式 的 值 都 相等 时 , 我 们 就 说 这 两 个 代数 式 
恒 等 .…… 表 示 两 个 式 子 恒 等 的 等 式 叫 做 恒等式 ”高 中 课本 
又 将 恒等式 这 一 概念 的 外 延 扩 展 到 指数 恒等式 .对 数 恒 等 式 .三角 
恒等式 ,上 反 三 角 函 数 恒 等 式 和 某 些 复合 范 数 的 恒等式 .如 





BinNiet cosa= 1; 全 
tg(2ar0tg eo) -Ts @ 
启 4 十 培 加 二 把 Q 一 公 才 怒 好 谨 O， ® 


其 中 四 ,@ 是 恒等式 , @ 不 是 恒等式 . 

为 了 行文 方便 ,我 们 设 使 式 有 意义 的 学 母 取 值 集 合 为 了 /使 
式 9 有 意义 的 字母 取 值 集合 为 Do 且 刀 = DinD,, 则 也 叫做 恒 等 
式 f -9g 的 允许 件 集 ， 于 是 我 们 可 以 把 恒等式 分 成 两 类 ， 

一 、 甩 为 有 关 式 子 的 论 域 ,如 中，DD 就 是 它 的 论 域 .实数 集 ; 

一 、 卫 为 有 关 式 子 的 论 域 的 真子 集 , 如 回 ,了 = fleE 忌 |z| 
吃 工 |， 

对 于 有 关 恒 等 式 习题 的 正确 提 法 应 该 是 “证 明 恒等式 ”， 只 有 
对 第 一 类 恒等式 , 才 可 以 将 其 中 "恒等式 "三 字 省 略 , 而 仅 写 “证 明 ” 
或 < 求证 "。 如 
”证明 Binsw- 二 eosaa= 工 (* 西 等 式 " 三 字 已 省 略 )， 

证 明 恒 等 式 记 (3 are 惧 四 一 -2 人- (< 恒等式 "三 字 不 可 省 略 ) 


于 一 部 ” 
第 二 类 恒等式 的 罚 : -种 提 法 是 , 昌 不 指明 是 恒等式 ,但 限定 式 
中 的 字母 的 取 值 范围 , 如 


求证 启 {(2arctg 2) = 一 (|w| 和 1). 


].— a 
关于 一 些 数 学 公式 的 处 理 , 为 了 帮助 学 生理 解 公式 是 恒等式 ， 


1 全 日 制 十 年 制 学 校 条 中 课本 * 数 学 第 二 开 3 第 106 一 107 页 ,人 人民 教育 出 版 
入 I981 年 5 忆 第 工 版 。 


4 








防止 不 考虑 条 件 .不 注意 字母 的 随 值 范围 而 乱用 的 现象 , 也 以 采取 
限定 式 中 字母 的 取 值 范围 的 方法 为 宜 ， 即 
两 角 和 的 正切 公式 ， 


Wp (at 一 7 从 局 (o B, otBER, a,B, ot 





nn 二， 多 万 2 )} 
反正 路 函数 的 性 质 : 
arcpgin(—z) = ~—arcging (人 全 [一 二 11); 
等 比 数 列 前 % 项 的 和 的 公式 ， 
gi(T— or) 
Dy (gl). 


“ 重 等 式 是 等 式 , 但 不 是 所 有 的 等 式 都 是 恒等式 , 如 ws 十 3 一 10 
谣 不 是 恒等式 , 因为 具有 当 w=8 时 , 等 式 两 边 的 什 才 相等 ”中 , 
像 这 类 不 是 但 等 式 的 等 式 ， 妈 字母 的 允许 什 集 中 的 所 有 值 并 不 都 
能 满足 的 等 式 , 如 轩 就 是 条 件 等 式 , 条 忻 等 式 的 成 立 依 束 于 条 性 ， 
如 合式 在 “A 和 AA4BO 是 斜 三 角形 ”条件 下 成 立 , 有 的 论 者 将 条 件 等 式 
叫做 “条 件 恒等式 ?, 认为 “ 壮 负 恒等式 可 分 一 般 恒 等 式 与 条 件 恒 等 
式 ， 按 部 辑 学 中 属 概念 加 种 差 的 定 兴 方式 来 要 求 , 这 是 讲 不 通 的 ， 
内 为 "条 性 得 等 式 " 既 基 恒等式 的 一 种 ， 就 应 该 招 “ 恒 等 式 ” 当 作 定 
妇 中 的 局 概念 ， 而 不 应 把 "等 式 ” 当 人 必 属 和 概念. 鉴于 现行 课本 已 将 
恒等式 作为 一 个 科学 概念 加 以 定义 , 按 入 念 分 类 的 逻辑 要 求 , 使 考 
述 员 有 池 辑 的 清晰 性 ， 还 是 不 庶 混 淆 条 件 等 式 和 醒 苟 式 这 两 个 括 
念 . 

条 忻 等 式 既 然 不 是 恒等式 ， 它 的 成 立 当 然 不 能 如 恒等式 那样 
只 要 对 多 诉 叔 集 也 的 任意 人 导 来 讨论 就 本， 而 应 该 完全 依赖 于 已 知 
条 人 性, 也 就 是 说 必须 给 足 使 所 要 证 明 的 条 性 等 式 成 立 的 条 忻 ; 包括 
全 中 制 上 年 制 学 校 初 中 课本 6 数学 第 二 肌 3 第 107 页 人民 教育 出 版 社 2981 
年 5 月 第 1 版 ， 

a 9 ， 


使 结论 育 意义 的 条 件 . 如 所 式 的 成 立 应 依 藉 已 知 条 人 性 “六 4BO 是 
射 三 角形 ,而 不 是 如 基 些 课本 或 习题 集 那 样 “ 八 4BO 中 ”， 勾 项 

已 知 ==pcos8,y 一 psin8,z 半 0， 求 证 志 9 一 芝 (六 年 制 重 
点 中 学 高 中 课本 < 代数 第 一 项 > 第 116 页 , 人 民 教 育 出 版 社 1983 年 
12 月 第 2 版 ) 
响 题 在 同 书 1981 年 12 月 第 1 版 中 没有 条 件 “%w 半 0”, 我 们 认为 新 
版 本 沿 症 湛 这 一 条 件 是 完全 正确 的 .。 但 是 有 的 论 考 却 认为 “任何 
等 式 无 论 是 已 知 的 还 是 求证 的 都 是 指 在 它们 有 意义 的 范围 内 人 ( 即 
在 所 出 现 的 聊 数 的 定 久 域内) 来 讨论 的 ”. 按照 这 种 意见 ,不 但 已 向 
条 件 中 记 给 出 的 式 子 必须 是 有 意义 的 (这 是 正确 的 )， 而 且 求 证 结 
论 中 式 子 的 意义 的 存在 性 也 是 自明 的 (这 是 缺乏 很 据 的 )、 这 实际 
土 仍 是 将 条 件 等 式 当 和 作 忆 等 式 的 一 种 理解 . 对 于 销 论 是 等 式 的 证 
明 题 , 已 知 条 件 中 应 该 包含 足以 使 结论 有 意义 的 条 性 , 只 有 这 样 才 
能 保证 题目 的 科学 性 , 才能 使 命题 成 为 真 命题 . 

目前 ;常见 的 证 明 条 件 等 式 的 题目 , 按 已 知 条 件 中 的 字母 的 允 
许 值 集 ( 设 为 D) 和 求证 结论 中 的 字母 的 允许 值 集 ( 设 为 D3} 的 关 
系 , 可 以 分 为 三 类 ， 

工 ， 了 1 一 也 :， 这 类 命题 是 真 命题 ， 例 如 


: 几 . 
已 乞 二 oo80 十 芝 aing=1, Tind—S co dl, 
9 
求证 + 人 2 


其 中 D1, Ds 都 等 于 ta, DD) |e, 5ER, abz0}. 
23， Di 己 D,. 这 类 命题 世 是 真 合 点 ， 例 如 
已 知 始 &=2, 始 B8 一 3, 并 且 m, B 部 是 锐角 . 求 还 


sa+8= 本， 


和 


其 中 D,={(a, 四 10<w 8< 到 | Pantta A le, BE BB), 
有 Dic D;. 

3. 总 二 DD,， 这 类 命题 是 假 命题 ， 例 如 

已 知 (zx 十 yD?=& 十 B56, 这 里 4 28, x, 3 都 是 实数 .求证 

Et 

(六 年 制 重点 中 学 高 中 课本 < 代数 第 二 期 > 第 237 页 , 人 民 教 育 出 版 
社 1984 年 8 月 第 1 版 ) 
其 中 DD=4(6, 8, 73, |a, b, wv, yER}, Da=it(o, b, %, ) 1a, 
5, 2w， YER,，ay 芋 0}, 有 二 Da， 纠 正 的 办 法 基 添 加 已 知 条 件 : 
oy， 


第 五 节 条 件 必须 是 独立 的 ,最 少 鸣 


数学 习题 的 条 件 几 须 是 独立 的 、 最 少 的 , 即 不 应 有 重复 的 , 多 
余 的 .过 剩 的 条 件 ， 数 学 习题 存在 多余 的 条 件 , 反 跌 编 题 着 恩 维 的 
肤浅 狂 ， 从 美学 的 角度 米 看 , 多 余 的 条 件 使 题目 显得 脆 肿 , 违背 思 
维 的 简单 性 ,经 济 性 原则 .多余 的 条 件 还 可 能 使 解 题 者 误 入 坡 途 ， 


IW 1 A 人 AARO 中 A:B:0=1:3:6, 求证 凶 = 如 十 二 


三 十 由 十 允 " 
(4 数学 通报 >1960 年 第 3 期 间 题 解 管 ) 
本 题 可 将 已 知 傈 尾 4:B:O=1:9:6” 减 弱 为 “4:B=i:2 ,证 
法 如 下 : 
设 4=z 则 及 一 2 站 一 让 一 (4 十 吾 ) 一 下 一 8， 于 是 


dat Rin ++ Bin 2 Bin 二 gin2r 
sbte ginwihin2r ain 29in2r0gwt2 nc 





BID wo Nin dr 于 
中 60083218 mr 二 dimn2o) 2008% 


二 9in 必 dinsr 1 


局 SDN dr B28nwceow% Zen 
Pr: 宽 十 也 


一 
[| 


b 4 二 39 

【 钢 18】 一 个 4x7 的 方 格 棋盘 , 每 个 方 格 染 戌 黑色 或 身 色 ， 
求证 : 对 任何 一 种 染色 方式 , 在 棋盘 中 必定 包含 一 个 四 角 上 的 方 客 
同色 的 矩形 ，( 如 图 3-5 中 虚线 方 框 所 示 ) (美国 1976 年 数学 奥 林 
匹克 试题 ) 

华罗庚 曾 指出 本 题 存在 多 余 的 条 件 ， 即 "x7? 的 方 格 模 盘 ”可 
改 为 "3xY 的 方 格 棋盘 "， 事 实 上 就 3x7 的 方 格 棋盘 来 说 , 先 考 上 
第 一 行 ,由 拍 居 原理 ,其 中 了 个 方 格 至 少 有 个 染 成 同一 种 颜色 , 比 
如 说 ， 都 染 为 黑色 ,， 并且 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 这 4 个 被 染 成 黑色 
的 方 格 就 在 第 一 行 的 前 面 四 烙 ( 图 3-6)， 其 次 考虑 第 二 行 的 前 面 
四 格 , 如 果 这 四 格 中 有 2 个 方 格 染 成 黑色 ,在 这 种 情况 下 ,四 钊 上 
的 方 格 同色 的 矩形 已 经 出 更; 不 然 的 话 , 这 器 格 中 至 少 有 8 个 方 格 
染 成 白色 ， 不 入 认为 这 3 个 被 染 成 白色 的 方 格 就 在 第 二 行 的 前 面 
三 格 (图 3-7)。 继续 考虑 第 三 行 的 前 面 三 格 , 由 搜 居 原理 , 其 中 至 
少 有 2 个 方 衬 同 色 , 不论 它们 是 黑色 还 是 白色 , 棋盘 中 都 将 出 现 四 
角 上 的 方 褚 同色 的 和 矩形， 
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[ 例 19] A4BO 中 48- 40, 有 一 个 图 内 切 于 人 4BO 的 外 
接 国 , 并且 与 4B，4O 分 别 相 切 于 卫 , QQ， 求证 了 ,日 连 线 的 中 点 
是 六 4BO 的 内 心 。( 第 二 十 届 国 际 数学 汪 林 匹克 诡 赛 试题 ) 

不 题 的 条 件 “4B8= A0O" 林 以 去 掉 ， 条 和 件 减 遍 后 的 命题 的 证 划 
乞 文 ， 

从 教学 上 的 可 苇 受 性 方面 闭 跟 , 为 了 降低 题 月 的 难度 , 行 时 也 
可 保留 一 些 多 余 的 条 件 ， 这 一 点 和 平面 几何 课本 处 理 儿 何 公 理 时 
的 方法 相 类 似 ， 为 了 伍 二 学生 接受 ， 常 常 添 吉 一 些 不 独立 的 “ 公 
理 ”"， 当然 保 留 是 日 的 少 余 条 件 必 有希 是 有 和 作用 的 , 即 能 够 伍 题 日 的 
难度 降低 , 而 这 种 降低 对 教学 来 说 又 是 必要 的 ， 而 例 T7， 例 声 中 
这 样 毫 无 作用 的 窗 余 条 件 则 是 不 应 保留 的 ， 鲍 险 中 的 多 余人 条 件 
的 作用 是 使 证 明 赂 为 容易 些 . 

从 另 一 方面 来 说 , 给 出 条 件 后 , 题目 的 结论 一 般 应 该 是 最 优 的 
一 些 历史 上 有 名 的 数学 问题 ,如 哥 德 巴赫 猜想 史 , 比 辑 巴 赫 猜 想 , 包 
大 们 都 是 在 一 定 的 已 知 条 件 下 ,通过 对 结论 的 改进 ,来 探求 解决 问 
是 的 道路 的 优化 结果 的 进 求 ,这 是 数学 发 展 的 推动 力 之 一 ， 

对 于 基 吾 数学 习 滑 ， 如 

已 知 而 十 格 十 ,十 罗 一 工 ， 后 十 呈 十 十 各 一 二 求证 而 十 
dags 十 … 十 Gone 工 【高 级 中 学 课本 《4 代数 第 二 骨 《 昌 种 本 )2> 第 二 3 
页 , 人 民 教 育 出 版 社 1984 年 9 月 第 版) 

在 不 增 洪 已 知人 条 什 .不 增加 题目 难度 的 情况 下 , 其 实 是 应 该 将 

[IT 戒 侵 婵 * 一 道 太 徊 椒 学 章 赛 三 的 推 /3 外 学 数 信 ;3198 年 第 期 ， 

由 哥 德 巴 赫 茹 六 也 叫 耳 导入: 中 责问 题 ,是 17428 年 6 了 已 册 德国 人 加 和 葵 怠 村 
《(G. Goldhach} 给 当时 侨居 人 司 证 彼得 代 的 大 数学 家 欧 拉 的 … 革 信 提 出 的 , 原 问 题 龙 : 古 
省 任何 不 比 6 小 的 偶数 均 可 表 为 两 个 条 质数 之 和 ?这 个 癌 同 至 今 尚 坟 得 到 彻 诡 解 央 ， 

全 比 勒 纪 讲 狂想 后 19818 年 出 德 轩 人 比 刺 他 赫 (D. BigperbaeB) 拼 宙 的 ， 原 手相 

基 : 定义 在 单 位 六 上 形 如 十 4229 二 08 如 的 全 时 疯 数 ， 有 有 |9x| 扎 太 。 比 寺 巴 赫本 人 人 


纵 江 明了 |asl 亏 2, 辣 论 经 多 沈 牙 进 , 最 后 册 美 国 获 学 家 还 布 兰 这 斯 t17. 4d8 Branges, 于 
1984 年初 底 解 洪 ， 


» 4d3 ， 


鱼 论 坑 强 为 “| 4izrt 十 gagra 十 …- ch, | 去 1 的， 

当然 ， 我 们 不 能 要 求 课 椒 中 的 每 个 题目 都 给 出 最 优 的 结论 ， 
各 下 面 这 个 高 中 课本 中 的 例题 , 由 于 其 结论 不 是 最 优 的 , 因此 , 自 
1980 年 以 来 在 我 国 中 学 数学 界 引起 广泛 的 争议 .中 

已 知 *>0, 求 证 吧 十 2 十 务 的 值 不 小 于 6 。 (全 日 制 十 年 抽 
学 校 高 中 课本 4 数学 第 三 斯 > 第 64 页 例 8， 人 民 教 育 出 版 社 1979 
年 4 月 第 1 版 ) 

我 们 搬 开 争议 中 认为 “ 谈 题 是 一 个 假 命题 "这 种 次 误 的 意见 ， 
仅 就 该 题 的 结论 来 说 , 的 确 是 有 改进 的 余地 的 , 如 在 以 后 版 本 的 课 
本 中 就 改 为 “zs 二 25 十 二 >6.” 问 题 是 从 “优化 结论 ”这 一 角度 来 
看 , 似乎 是 一 种 改进 ,但 伴随 这 一 改进 而 来 的 是 题目 难度 的 加 强 和 
解 题 步 又 的 增多 ， 如 果 联 系 安排 这 一 例题 的 教学 目的 是 直接 运用 
基本 定理 “车 q 3,0>0， 则 人 一 之 50”, 那 么 这 种 结论 的 
优化 , 就 并 非 是 绝对 可 取 的 .我们 必须 认识 到 , 从 教学 条 件 出 发 , 把 
“优化 结论 "看 成 一 个 绝对 的 信条 ， 可 能 会 将 人 们 引进 死胡同 、 仍 
以 本 题 为 例 ,将 结论 进一步 改 为 “十 2 十 证 >6.05”, 命 题 依 然 为 
真 , 但 是 难度 就 增加 许多 , 实际 上 , 由 于 函数 志 +26 十 第 的 极 小 人 


虽然 存在 , 但 不 能 用 根 式 宕 示 , 所 以 要 获得 本 题 的 最 优 结论 是 困难 
的 ， 


第 六 节 ”和 儿 述 必须 是 清楚 的 


作为 叙述 不 清 而 发 生 歧 义 的 例子 ， 除 前 面 提 到 外 还 可 举 出 


EL1] 《辽宁 教育 3 1980 年 第 10 期 发 表 解 振 连 < 由 例 8 想到 的 ?一 文 , 此 后 从 年 间 
全 国 各 傈 志 曾 发 表 十 余 往 文章 , 对“ 例 83 展 开 讨论 , 兼 及 对 符号 <? 的 理解 。 


s 二 


1978 年 伞 国 而 考 理 科 数 祷 第 于 题 : 

[ 例 20】 已 知 和 4BO 的 三 内 角 的 大 小 成 等 差 数 列 , 妈妈 如 忆 
一 2- 二 v3, 求 角 万 , B, 0 的 大 小 ， 

按 原意 应 指 电 “4,B,O 的 大 小 成 递增 的 等 差 数 列 ”, 但 题 中 却 
出 明了 “三 内 角 的 左 小 成 等 差 数 列 ” 这 样 模糊 的 措 词 ， 这 种 不 浓 楚 
的 般 述 势必 引 苹 学 生 就 三 内 角 感 等 莽 数列 的 不 同情 视 进行 讨论 ， 
从 而 违背 了 命题 者 的 原意 , 并 丝 考 试 评 分 工作 带 来 不 必要 的 及 频 . 

这 里 楼 特别 指出 , 对 于 某 些 所 谓 实 际 问题 ,叙述 的 清晰 性 是 至 
关 重 要 的 ,次 则 , 当 我 们 和 欲 将 这 些 门 题 数学 化 的 时候 , 将 会 过 到 难 
以 到 服 的 困难 。 

【 例 31] 用 油漆 涂 100 个 圆 台 形 水 桶 , 桶 口 直 各 为 30om, 桶 
底 直径 为 中 em 母线 长 是 27 .6om; 已 知 每 平方 米 需 要 油 沪 1508. 
共 需 油漆 多 少 kg? (高 级 中 学 课本 < 立体 几何 ( 乙 种 本 )2? 第 80 页 ， 
人 民 教 育 出 版 社 1983 年 12 月 第 工 版 ) 

本 题 有 两 处 未 叙述 清楚 ， 亿 ) 水 桶 是 否 有 盖 ? (2) 是 一 面 涂 
油漆 还 是 内 外 两 面 蔡 油 恋 ? 

[人情 台 】 已 知 jogs9=0, 18: 一 5， 求 logoo45. 

从 要 求 来 看 , 本 题 显然 是 计算 症 , 但 logs45 是 个 巴 知 数 , 即使 
要 用 小 数 来 表示 它 ,; 也 不 必 依 赖 已 知 条 件 ， 利用 培 3 之 4.301u， 


~ -并 全 Ulg2)+283. 
lg 8~0.4770, 并 有 logs45 一 Te Tj 就 可 求 


得 logss45 用 小 数 志 示 的 近似 全 多 而 这 样 的 解法 并 不 符合 命题 
的 原意 ,所谓 “ 求 logse45 应 该 理解 为 “用 &,， 2 表示 logs64B5 才 好 ， 
不 过 即使 作 如 是 的 型 解 , 其 答案 也 将 是 多 样 化 的 : 


te 





1 


logsedb = eto logeet5 = 


仅 从 该 题 的 条 件 无 法 确定 应 取 哪 一 个 。 由 此 可 见 , 本 题 的 报 述 古 
。 本 5 。 


不 消 楚 的 . 为 了 及 侈 引起 歧 六 ,最 好 是 将 本 题 疏 为 证 明 右 , 并 取 形 
式 绞 人 镜 的 作为 求证 的 结论 .如 
已 知 l0g1s9 一 @, 18* 一 5， 求 证 . 


_ + 


第 七 节 要 求 必 须 是 可 行 的 


学 生 的 学 习 具 有 一 定 的 阶段 性 ,在 某 一 阶段 中 , 所 掌握 的 知识 
和 技能 有 一 定 的 局 限 性 , 因此 数学 习题 的 要 求 必 须 考 虞 到 可 行 性 , 

数学 习题 不 能 超越 教学 大 纲 ， 不 能 超越 学 生 可 能 具有 的 知识 
和 技能 的 界限 . 

【 例 28】 求 函数 y 一 一 一 的 最 大 值 或 最 小 值 , 关 求 当 秀 
数 取 得 最大 值 或 最 小 值 时 的 %“ 值 ， 

这 是 某 初中 复习 资料 中 的 一 道 
习题 .在 初中 阶段 学 生 实 际 上 是 将 
函数 的 极 大 值 (或 极 小 值 ) 看 成 最 大 
值 { 或 最 小 值 ) 徇 ， 这 对 于 只 限于 讨 
沦 二 次 通 数 的 初中 生 米 说 ， 并 没有 
什么 不 可 ， 但 是 该 题 中 所 涉及 的 本 
数 是 分 式 函 数 , 它 的 极 大 值 (或 极 小 
轩 3 值 ) 与 最 大 值 或 最 小 值 ) 不 能 混 为 


一 谈 . 实际 上 , 当 % 一 他 时 , 函数 取 极 大 值 一 4 而 函数 本 身 是 不 在 


在 皮 大 值 疯 ( 见 图 3-8)， 记 以 本 题 混 消 了 函数 的 最 大 值 与 极 大 值 
的 概念 , 超越 了 学 生 现 阶 段 所 学 的 知识 ， 


[ 例 24] 设 f(z) =sin( 芝 十 所), 其中 #0 站，m 分 别 为 


*。 各。 





f(z) 蕴 极 大 值 . 极 小 值 , 试 求 出 最 小 正 整 数 使 当 自 变 量 "在 任 
意 丙 个 整数 间 ( 包 括 整 数 本 身 ) 变 化 时 , 画 数 至 少 有 一 个 值 是 M 与 
另 一 个 值 是 m， (1980 年 人 网 高 等 学 校 招生 理科 数学 第 六 是 (2)) 

本 题 在 解答 过 程 中 要 用 到 

任意 醋 个 整数 间 (zc) 至 少 有 一 个 值 寻 与 另 一 个 值 mes f(z) 
的 周期 Tx1， 
但 这 并 不 是 显然 的 ,必须 证 明 , 而 这 个 证 明 则 是 学 生 远 不 能 胜 竹 
的 , 实际 上 . 上 述 关系 的 成 立 和 je) 中 的 系数 相关 联 , 如 果 将 了 (2) 
改 为 Bin{ -2 十 至 则 函数 的 极 值 正好 出 现在 "为 整数 的 点 上 ， 
这 时 工 述 关系 就 不 成 立 , 实际 上 也 < 是 “任意 两 个 整数 间 J(z) 至 
少 有 一 个 值 是 M 与 另 一 值 是 mi” 的 充分 条 和 件 而 非 必 要 条 件 ， ( 张 
方 灌 , 朱 修 兆 1980) 

当 谈 到 数学 习题 的 可 行 性 要 求 的 时 候 ， 我 们 不 能 不 提 到 下 列 
著名 的 题 日 ,并 从 中 吸取 历史 的 教训 ， 

解 方程 ; 29 一 
这 道 习题 最 早 见于 1957 年 出 版 的 作 元 庆 . 戏 群 , 旭 学 礼 编 的 < 高 中 
代数 第 二 册 ? 第 109 页 , 该 书 则 是 从 ( 苏 ) 诺 定 蜜 洛 夫 < 代数 与 初等 
国 数 ( 张 秒 瑞 、 孙 永生 译本 第 392 页 ， 高 等 教育 出 版 社 1954 年 9 
月 上 海 第 1 版 ) 引 进 的 ， 由 于 诺 氏 的 原著 曾经 错误 地 认 为 一 1 不 
是 方程 的 根 : “因为 一 原 不 在 函数 ”的 定义 域内 ”因此 从 1959 
年 起 就 有 不 少 文章 对 这 个 方程 的 解法 、 在 教学 中 的 要 求 等 问题 开 
展 广泛 的 讨论 , 较 有 代表 性 的 是 文中 ,但 是 这 些 讨论 毕竟 者 超 
出 了 中 学 教学 大 纲 的 要 求 ， 因 此 这 道 习题 就 不 可 如 免 地 被 人 们 所 

[1 ] 芝 原 g 指 数 方 程 4* 一 共和 解法 3, < 数学 通报 31959 千 -第 5 期 . 

[2] 花 休 更 《4 遇 谈 方 吕 和 一 和 的 解 2& 教 学 与 厅 究 (中 学 数学 ) 1980 年 囊 生 期， 


[1 3 张 志 览 、 昱 广 闽 和 浅 恋 宏 指 六 程 2 的 解 ¥3，# 中 学 数学 教学 ? 芭 81L 年 第 
2 期 ， 


站 s 


握 弃 . 

我 们 还 要 区 免 对 数学 习题 作 过 于 繁 瑞 甚 至 是 学 生 力 所 村 及 的 
讨论 , 这 种 情况 特别 容易 在 带 字母 系数 的 题目 中 出 现 . 

【 例 35j 解 方程 组 : 

tz = Ty — ng, 
| 

(全 日 制 十 年 制 高 中 课本 < 数学 第 三 册 » 第 好 页 ， 人 民 教 育 出 
版 社 1979 年 和 月 第 I 版 ) 

本 题 有 七 个 字母 系数 ， 讨 论 时 要 分 为 四 个 层 次 ， 悄 况 过 于 复 
杂 , 课本 在 再 版 时 ， 增添 了 条 件 : “arm 十 pm 十 of 关 0 ， 就 避免 了 
上 述 缺 路 . 

以 上 所 裤 的 关于 数学 习题 科学 性 的 六 条 标准 ， 其 中 第 一 、 二 、 
三 ,五 各 条 是 绝对 标准 ;任何 数学 习题 都 必须 遵守 ; 第 四 ,六 此 条 是 
相对 标准 , 有 符 于 教学 中 根据 实际 情况 适当 处 理 。 


第 四 章 ”数学 习题 的 编制 


编制 习题 是 数学 教师 必 备 的 一 .项 基本 功 , 数学 教师 在 备课 . 教 
学 .考试 命题 和 从 事 教 学 研究 的 过 程 中 经 常 需要 改造 上 题 ,创造 新 
题 ， 编 制 出 各 种 例题 、 练 习题 、 思考 题 和 试题 . 同时 ， 在 数学 教学 
中 ,教师 指导 学 生 编 题 ,不 但 可 以 使 学 生 如 深 对 解 题 思想 方法 的 理 
解 , 掌握 典型 题目 的 解 题 规律 , 而 且 可 以 培养 学 生 的 创造 许 思 维 能 
力 . 

编制 数学 习题 要 遵循 三 条 原则 ， 

4 ,目的 性 上 原则， 数学 习题 的 形式 .内容 和 难度 都 是 以 不 同 的 
教学 目的 而 异 的 。 如 为 了 即时 巩固 知识 和 技能 , 应 编制 收 仑 性 题 : 
为 了 深化 对 知识 的 理解 , 笛 养 学 生 的 创造 能 力 , 应 编制 发 散 性 题 和 
开放 题 ， 选 择 题 有 利于 扩大 知识 的 覆盖 面 ， 但 选择 题 可 以 随机 解 
管 ,因此 在 鉴定 具有 特异 数学 素质 的 优秀 生 时 必须 慎 用 . 

2. 科举 性 原则 。 数 学 习题 应 该 表述 清晰 , 要 求 明 确 , 符合 第 
三 章 中 所 确立 的 科学 性 六 条 标准 。 对 于 开放 性 题 ， 应 允许 出 现 条 
件 不 足 的 情形 ,但 题目 本 身 仍 应 叙述 清楚 ,有 明确 的 要 求 ， 以 便 学 
生根 据 情 境 , 自 设 条 件 , 分 别 情况 得 出 结果 . 

3， 和 谐 半 原则， 数学 习题 应 该 使 学 生得 到 美的 陶 治 , 体现 严 
谨 , 简洁 和 统一 的 数学 美 , 激 起 学 生 追 求 真 . 善 .美的 愿望 .培养 学 
生 学 习 数 学 的 兴趣 , 引导 学 生 探索 数学 王国 的 奥秘 . 

我 们 常常 可 以 看 到 一 些 结构 巧妙 、 形 式 优美 、 难 度 各 易 的 好 
题 , 如 

4， 证 明 人 恒等式 

a D 。 


gin a+ sin Sot gin Be ~ tp $a 
O08 wT C0 Bo- G08 Da 


2， 分 解 因 式 ， 人 十 碟 二 1, 
号 ， 生 实数 Wi1, Ca, Wa, ta 竹中 
{2 二 一 个， 
其 中 qo 关 0， 求证 0， 9s, gs 成 等 比 数 列 , 目 公 出 为 gs (上海 市 1978 
年 数学 范 赛 试题) 

这 些 题 月 都 是 怎样 编制 出 来 的 呢 ? 是 由 成 题 改造 而 得 药 晤 ? 当 
然 不 尽 然 ， 中 学 数学 中 的 成 题 不 可 胜 数 , 这 基 前 人 经 验 的 积累 , 芳 
动 的 结晶 , 我 们 要 学 习 钻 斌 , 但 是 我 们 不 应 限于 照搬 照抄 , 故 步 日 
封 , 特别 是 在 考试 中 恕 果 一 味 照 据 成 古 , 就 难以 准确 地 评价 学 生 
的 水 平 , 因此 教师 攻 须 具备 编制 如 题 药 能 力 ,掌握 独立 地 创造 新 是 
的 方法 ， 

1947 年 匈牙利 数学 竞赛 中 有 一 个 题目 . “任何 六 个 人 中 ， 总 可 
以 找到 三 个 相互 认识 的 人 或 三 个 相互 不 认识 的 人 , ”此 题 是 图 论 
中 拉 靖 赛 (Ramsey) 数 的 最 简单 情形 ， 即 7(3, 3) =6， 以 后 几 十 
年 中 , 这 个 题目 被 各 国 杂志 转载 , 波兰 .美国 等 不 少 国家 反复 变形 ， 
加 以 运用 ,1964 年 第 六 届 国 际 数学 钢 林 匹克 还 将 其 推广 情形 编 成 
试题 @， 可 以 说 , 这 个 题目 的 出 现 , 对 于 现代 数学 奥林匹克 试题 风 
格 的 形成 产生 了 巨大 前 影响 ， 由 此 可 见 ,一 个 好 前 题目 , 它 的 作用 
是 很 大 前 . 要 编 出 好 的 题目 ， 数 学 教师 必须 其 备 . (了 广博 的 知识 . 
不 仅 请 熟 初等 数学 , 而 且 对 高 等 数学 也 有 和 较 高 的 选 褒 。 不仅 精通 
数学 , 而 且 对 于 自然 科学 、 暂 学 和 社会 科学 也 有 广泛 的 了 解 ; (加 良 
好 的 思维 号 后 。 即 思 维 芍 三 阔 性 , 多 向 性 , 灵活 性 .深刻 性 和 求 寞 

中 ” 指 访 年 试 题 中 的 第 四 题 :"I7 个 科学 家 中 的 每 一 个 和 其 余 科学 家 都 通信 , 在 化 


们 的 一 佑 中 仅仅 讨论 3 个 题目 , 而 企 两 个 科学 家 之 问 只 讨论 1 个 是 日。 证 明 + 其 中 圣 
少 有 三 个 科学 冥 , 伦 们 互相 遂 信 中 导论 的 是 辣 一 个 题目 。* 


* BD *# 


作 ， 要 善于 想象 ， 从 不 同 角 衣 去 思考 问题 ， 芒 让 因 维 定 势 . (3) 菇 
悉 编 制 数学 习题 的 基本 方法 和 技 妃 。 


第 一 玉 沉 绊 法 


演绎 法 是 一 种 从 一 般 的 真 命题 或 一 和 组 条 件 出 发 ， 通 过 起 辑 推 
型 编 市 数学 习题 的 方法 . 
[ 讽 1】 考 碟 彝 法 公式 
(二 区 Ca ob tb) = 0+ pb 
oat po 
仿 民 a 3 , 得 题 ， 
、 2 2 dep 
计算 。 《和 + 车 人 开 - 过 + 二 
Bo 
( 答 : Bo ) 
[ 例 3] 考虑 站 第 三 角形 肉 切 回 尘 季 公式: 
"一 地 (at 50) 
其 中 &, 5,6 分 别 表示 直角 三 角形 闪 两 条 直角 边 和 和 余 边 ， 令 45 一 
5 一 12, 得 题 . 
已 知 A4BO 中 ,O90°, 40=12, BG-5, 求 和信 ABO 的 
内 切 圆 举 征 Y. 
(和 党. rT 一 2,) 
【 例 3] 考虑 三 角 恒 等 式 
aimgcwsinax 于 ooa3aoosaw 一 cnghou. 
邻 con 20 一 于 ,得 题 


已 革 ] B08 Der = 二 ， 求 gin Bo ain aw-oogaga coa or, 





*» i 


(s 去) 
: Bd 
以 上 这 些 题 月 是 从 已 知 真 命题 昌 发 ， 就 其 中 的 某 些 量 适 当 赋 
但, 所 编制 的 题目 适合 进行 命题 的 强化 训 终 ， 
【[ 鲍 和 考虑 头 于 自然数 呈 的 公式 
Sin cw 二 BinmgSa 十 ,十 Sinl2n 一 ]a 
C08 -C08 30 二 二 COB8 (2n— 1)o Be 
分 别 令 %n=3，, 3, 得 题 : 
证 明 恒 等 式 ， 
Bin oain de 
1 oat og 2% 


Bin mHiT Be SiN Do 
2 Oi 
dO OR Se COS De tp 


【 例 5j 和 n 的 不 等 式 


1 
1 十 -t+ + 2ARTI 1), 
v2 v3 a ( ) 


令 3rwm 二 TI- 站 =1988 于 是 有 m=990034， 得 题 ， 


1 i 
日 Ir 十 一 - 1999. 
证 明 ， <- O90034 一 


编制 如 倒 2 5 这 类 数学 习题 ， 娶 求 教师 掌握 更 多 的 关于 肖 
然 数 4 的 公式 , 此 类 公式 在 代数 .组 
合 .三角 、 数 论 等 领域 内 为 数 甚 多 . 

【 例 61 ”考虑 基本 图 形 , B4 人 霓 
圆 口 于 点 4， BO 及 其 延长 线 分 别 
驳 圆 总 于 点 白 , 旦 ,4 18 并 迹 

图 人 BOD 于 点 也, 连结 4G( 图 生 了 、 我 

们 可 以 通过 演绎 ， 依 次 得 到 以 下 各 结论 ， 

1，OdD= AC4PB， 

2,. AD'DO— AB: BO= BD:AD, 

3. BO:BO~0D:00= BD:BH. 
» EH。 








分 别 取 上 述 结论 中 的 一 个 或 数 个 ， 就 可 编制 出 不 同 难度 的 习题 . 

又 若 取 某 个 绪论, 如 B80:B80 一 0D:00, 将 其 数量 化 , 设 BO-= 
入 口 避 =g, 则 本 编制 出 计算 古 . 

如 4 芭 圆 怠 于 点 4 ,连结 BQ 交加 于 0 4D | BO 并 充 BU 
DD, BO=p, CD=g, 求 O00. 

(#00- 23. ) 

Ht 

【 便 7] 考虑 基本 图 形 , 三 楼 锻 0-。 Ak 
A480G， 其 侧 楼 04，08, 00 两 两 午前 \\ 
(图 4-2) . 于 是 我 们 可 以 得 到 以 下 结论 ， 
( 精 学 例 , 1985) 和 

1. 它 的 三 个 侧面 048, 080, GG4 两 两 垂直 ; 

3， 旗 面 4BO 是 锐角 三 角 滚 ; 

3. 顶点 0 在 底面 的 射影 吾 是 和 480 的 甜心 

4. 人 O04B 的 面积 是 八 H48B 的 面积 和 和信 480 的 面积 的 比 
铺 中 项 ; 

5. 底面 积 的 平方 等 于 各 侧面 积 的 平方 利 ; 

设 04 一 wg,0B=5,00=o, OH 一 hh 则 有 

6. 人 4ABO 的 面积 = 二 VD TD to 


i 1 1 1 
i 


ube 
WN 
9. he ab, 
《此 式 当 g=5=0 时 取 等 号 ) 
设 纪 4 册 分 别 为 高 与 各 侧 棱 席 成 的 角 (或 底面 与 各 俩 面 所 


10. cog¥B+o0nspt oo b=1, 
i1, ginH+sin stn 和 一 入 
v3 


32, co o0g p 0 所 一， 


13. gindasingainb. ~~. 3 


以 上 两 例 说 明 ， 通过 一 个 大 本 图 形 ( 有 时 可 深 加 畏 助 线 ) 5 可 以 
逐步 演 经 得 到 许多 结论 ,这 样 就 可 编制 出 一 些 习题 ， 这 种 演绎 广 


第 二 节 基本 量 法 


在 一 个 问题 系统 中 , 存在 着 % 个 量 ,使 其 余 所 有 的 量 都 可 以 用 
这 % 个 量 来 袁 示 ,而 这 "个 量 中 的 任何 一 个 都 不 能 用 其 他 % 一 个 
其 来 表示 ,我 们 就 称 这 % 个 量 为 世 本 量 ， 

基本 和 量 也 就 是 问题 系统 中 独立 取 值 的 旦 . 【 保 文 超 ,198) 

道 过 给 出 基本 量 来 编制 数学 习题 的 方法 叫做 基本 量 法 ， 

如 三 角形 中 有 许多 量 ,3 条 边 ,3 个 内 角 ,3 条 高 ， 内 切 贺 半 径 ， 
外接 圆 半径 , 等 等 。 其 中 基本 基 是 3 个 .如 给 出 三 这 或 是 丁 个 内 角 
及 从 接 贺 半径 可 以 将 其 他 所 有 的 量 都 表 永 出来， 所 以 我 们 说 三 角 

形 的 基本 量 前 个 数 是 3. 
又 如 图 4-3，OD 是 RtA 信 A4BO 冬 
浪 AB 上 的 高 ,学 BO=% 04=6, AB 
= 0D=h BD=m，A4Dn， 则 系 
统 14, 28,6, 衣 ,， rw, 中 的 基本 量 的 个 数 
是 3. 从 方程 的 角度 来 看 问题 ,关于 G 有 6, 4, WW 这 各 个 元 素 ， 
我 们 有 





”= hb 和 


a Dd 1 


bP 一 on, © 
9 十 及 一 全 3) 
Mn 一 Ah, (2 
十 太一 0 二) 
总 十 一 信 
+b, 全 ) 
oh= 0. 


在 系统 {0D, 四, 轩 , 四 ， 名, 四， 已, 图 } 中 独 六 的 元 聚 是 生 个 , 芒 
如 说 山 , 名， 图, 中， 实际 上 


加 可 浴巾 避 , 加, 起 导出 ; 
坊 可 以 由 二 名, 区 时 出 
人 可 以 由 过 , 加 , 四 导出 : 
夺 可 雇 由 中 人 名 , 轩 导 出 ， 


而 对 于 方程 组 , 由, 名 , 鲜 , 四 ,任意 给 定 6 个 元 素 中 的 两 个 , 就 可 
以 求 出 其 余 主 个， 这 也 说 明了 系统 6, 3, 0, ,8,1 的 基本 量 的 
个 数 是 3. 


【 例 8 已 知 GD 是 RiA4BO 射 边 4B 上 的 高 , 40 20， 


DB=-9, 求 48, BO GD 4D. 


解 ， 设 4D=w, 则 有 
30° = (w+ 4, 
即 e292— 100=0, 
(wa 一 了 6 (w+265) =0, 
vw 十 引 汪 0， 
,i=0, 
十 是 得 AD=16. 
及 AB= D+DB=16+9= 8, 
BO~~vVAP:— AU’ ~ V230— 20 ~16, 





OD Av: BO 20 x 18 





一 一 二 一 一 19. 


AB 2 


下 独 列 出 一 些 问题 系统 的 基本 量 个 数 : 


问 题 系统 


二 着 形 


等 腰 二 篇 形 


I 


百 角 三 角形 
等 过 二 前 形 
四 边 形 
平行 四 按 形 
机 形 
直角 磁 撒 


下 方形 


过 形 4《93 广 已 类 ,下 同 ， 


1 SF » 


nt 于 


三 过 ,三 内 和 角 , 三 闹 , 内 妇 图 半径 等 3 


度 边 、 采 ,三 内 第 .三 高 .内 切 图 半径 特 | 2 





三 边 .二 锐角 .三 中 线 .上 庆 切 同 半径 等 | 2 


























| 边 . 谨 、 内 切 回 半 径 等 1 
四 边 .四 内 角 、 二 对 角 线 等 5 
”站 边 . 四 内 和 角 , 二 对 角 线 等 | 3 
四 边 、 四 内 角 , 中 位 线 等 4 
“ 厅 边 .与 廊 锋 交 的 亡 上 一 内 和 角 , 中 位 | 3 
线 等 
二 启 . 腰 .四 内 朋 ,中 位 线 等 | 38， 
” 边 、 四 内 角 、 内 切 加 半径 等 2 
”由 这 .二 对 角 线 , 对 角 线 交角 等 | 2 
边 . 对 角 线 外接 加 半径 等 | 了 
演 、 内 切 加 半径 、 角 、 各 对 角 线 等 
翌 径 .直径 等 1 
半径 、 中 心 角 、 弧 和 2 
底面 各 边 、 侧 棱 、 各 二 面 角 等 6 
。 启 面 各 边 、 侧 楼 、 各 二 面 角 等 | 4 
底面 的 过 、 侧 棱 竺 2 


各 楼 ,各 面 上 三 鱼 形 的 角 , 和 省 二 面 角 等 | 6 


问题 系统 


正二 棱锥 
正四 面体 
三 棱 台 
正二 楼台 
四 棱柱 

站 四 棱柱 
正四 捷 柱 
平行 六 面体 
丙 平 行 六 面体 
长 方 体 
正方 体 
下 棱柱 


下 核 欠 
正 有 楼 台 


球 

球 缺 

等 差 数列 

等 比 数列 
正比 鲍 国 数 # 一 好 
反比 例 酒 数 y=&/3 


二 深 函 数 一 B 十 5 十 6 

















= 
底面 的 过 、 们 楼 、 高 . 斜 癌 等 2 
核 、 内 切 球 的 半径 等 1 
各 楼 、 各 三 上 多 演 形 的 角 、 各 二 面 角 等 | 7 
两 底 夯 前进 、 便 楼 、 高 .条 高 等 3 
磺 而 各 边 、. 合 棱 、 各 二 面 角 等 8 
底面 各 边 、. 例 楼 、 各 二 面前 等 6 
底面 的 边 , 侧 楼 等 2 


相交 于 一 个 顶点 的 三 条 楼 .对 角 线 等 | 6 
相交 于 一 :个 顶点 的 三 条 被 .对 骨 线 等 | 4 

















长 . 宽 、 高 ,对 角 线 等 3 
小 、 对 前 线 等 - 
底面 的 边 . 侧 楼 等 2 
询 面 的 边 . 侧 楼 、 高 . 斜 高 等 2 
两 底面 的 边 、 侧 楼 、 高 , 余 高 等 3 
半径 .直径 .大 阅 周 长 等 1 
谨 面 半径 、 襄 、 原 球 半径 等 2 
qi Na 久生, 等 3 
oz ay 0 8 等 3 
2, 消 数 图 像 上 的 点 Cw ?1) 等 1 
,函数 图 像 上 的 点 (za，gD) 等 1 


dy 加 横 华 标 , 极 剧 等 | 


» Bi. 








间 虹 系统 元 素 和 人 
oe 
间 唉 才 ， 卫 ， 口 , 斜率 , 刁 笠 角 , 截 2 
AT+ By+O=0 中. 直线 上 的 所 (zU 执 ) 等 
圆 好 十 护 一 全 + 同上 的 碟 CwI， 扩 ) 等 1 


DD, &, HF, 心 构 .级 学 标 3 
Td Dr Ey FF=0 半径 , 圆心 模 、 纵 坐标 等 








。 

椭圆 -一 ， b, C, e 等 一 
4 a - 

双 曲 线 了 一 熙 一 1 | a, 久 ce 渐 近 线 的 斜率 等 2 





等 机 又 曲 绕 倍 一 护 二 a de 曲线 上 的 页 (GT， 久 ?等 1 


搜 物 线 六 二 2px ?2, 售 点 横 坐 标 年 


二 次 曲线 十 Bxy 二 
Oy + Dr+ By+ P=0 












4, B, 0, D, BEB, 下 等 







圆锥 曲线 p=- 一 区 一 | 0, 2 曲线 上 的 点 (pu 9 等 


等 速 暗 线 p 一 虽 8; 曲线 上 的 点 CA 后 }) 等 1 














正弦 曲线 

和 一 由 PCt oq) 全 多 _ 

复数 “一 在 十 玉 4 hb, 了, 日 壬 2 
用 基本 量 法 编制 数学 习题 的 步 又 是 . 


1 者 处 所 关心 的 问题 东 统 的 元 素 ， 投 如 我 们 所 关心 的 何 题 
系统 是 “二 次 函数 g=ax? 十 bw 十 0”, 其 元 素 有 6, 8, 0, aa zo, 顶点 
横 举 标 , 极 值 等 

2. 确定 该 问题 系统 的 基本 量 个 数 , 给 出 基本 量 的 预期 数值 ， 
» 了 ， 


二 次 函数 的 基本 盖 为 3 个 ,如 ww 3,6， 考 患 到 为 使 y 一 0 的 根 ran 
是 较 尖 简单 的 整数, 并 阳线 的 开口 向 上 , 取 w=1. 5 一 1,o= 一 6 
即 扩 求 的 二 次 画 数 为 y= 一 6 

3， 设计 条 件 ， 当 确定 茶 些 量 为 问题 系统 的 基本 量 之 后 , -- 般 
我 们 并 不 直接 给 出 这 些 景 ， 而 是 设计 求 出 这 些 量 的 若干 条 件 . 条 
件 的 个 数 等 同 于 基本 量 的 个 数 ， 加 对 于 函数 y=z* 一 w 一 6 可 设计 
下 列 条 件 

(1) 画 数 图 像 过 点 (0, 一 6); 

(2) 函数 图 像 过 点 (一 2，0); 

(3) 函数 图 像 过 点 (2， 一 人 
靖 数 图 像 的 对 称 轴 为 2 一 (或 项 点 的 模 坐 标 为 汪 

(5) 函数 的 极 小 值 是 一 池 ， 

(6) 方程 y=0 的 两 根 的 平方 利 为 18 

(7) 方程 y=0 的 珂 根 的 立方 和 为 19 

(8) 函数 图 像 与 模 轴 的 两 个 交点 之 间 的 距离 为 

4. 构 策 允 昌 ， 如 在 上 述 8 个 条 件 中 取 3 个 可 能 构筑 成 一 个 
题目 , 也 就 是 说 可 能 构筑 成 C8- 56 个 题 日 .但 实际 上 由 于 取 定 的 
条 件 组 中 的 8 个 条 件 必须 要 求 是 独立 的 ， 因 此 和 能够 构筑 成 的 题目 
要 少 于 56 个, 如 条 件 组 ((6) ，(7), (8)), (3), (4), (8)) 中 的 3 个 
条 件 就 丕 是 独立 的 ， 现 在 取 条 件 组 (多 ，( 四 ，(7)), 并 将 条 件 (5) 
修改 为 “ 画 数 的 极 大 信和 是 35”( 记 为 (5))， 由 条 件 组 (( 和 )，(5)， 
(7) ) 构 筑 成 以 下 题目 ， 

已 知 二 次 函数 yg? 十 bw+6, 当 二 时 有 模 大 信 25, 又 广 
程 wz 十 2z 十 6 一 0 的 两 根 的 立方 和 为 19, 求 这 个 二 次 函数 ，(1964 
年 北京 市 中 学 生 数学 帝 赛 高 中 二 年 级 组 第 一 试 第 4 题 ) 

5. 审定 。 审定 所 构筑 的 题目 是 否 可 行 , 其 难度 是 咨 适当， 是 


» DU 


(4 


a 


否 满足 预期 的 要 求 ， 如 取 条 忻 组 ((8)，(6) (站), 构筑 的 题目 就 
要 禾 及 解 二 元 三 次 方程 组 ,所 以 是 不 可行 的 ， 

用 楚 本 量 法 编制 数学 习题 可 以 广泛 地 适用 于 众多 的 问题 系 
统 . 

[全 9] 考虑 图 4-4， 二 面 角 PP- 
型 性 - 岛 的 两 个 宣 卫 和 久 内 分 别 有 点 
4 和 卫 . 在 平面 也 内 4O | MN,O 为 
忆 足 ， 在 平面 外 内 BD 1 开关 为 重 
足 , BDOE 为 定形 , 则 一 4 为 二 面 

图 和 4 角 P- 了 HN-Q 的 平 看 角 . 设 4C=e， 
BD-5,0D=60, 4B=T 4A0B=g, 刚 在 问题 系统 {a, $, 6, 1, 由 
中 基本 基 的 个 数 是 4， 现 取 &=2, 8 一 4, t=10, pg=1230°, 构筑 成 
以 下 题 月 : 

在 4230” 的 二 面 角 了 -并 让 -如 的 两 个 而 卫 和 总 肉 有 点 4 利 
召 , 已 知 版 卫 和 点 避 到 村 开 训 的 上 高 分 绚 为 2 和 业 且 线 段 4 如 一 
19，( 已 求 直 线 4B 和 楼 昔 六 所 成 的 角 ; (2) 求 直线 4B 和 平面 昌 
所 成 的 角 ，《k1981 年 全 国 高 等 学 校 招生 理科 数学 第 八 题 ) 





第 三 节 倒 推 法 


倒 推 法 是 先 给 出 题 日 预期 的 结果 , 由 此 结果 出 发 , 例 礁 出 所 需 
的 条 件 的 一 种 编制 数学 习题 的 方法 ， 

倒 推 法 是 一 种 极 有 成 效 的 编 题 方法 ， 在 上 一 节 中 有 关 二 次 请 
数 的 习题 的 编制 芝 程 中 就 用 了 人 章 推 法 ， 下 面 通过 例子 来 说 明 这 种 
方法 的 应 用 . 

[ 例 10】 按 预 定 结果 (一 5 十 巧 (w 叶 2y 一 了 编制 一 道 因 式 分 
解 题 . 


a。 HO ， 


因为 io 一 多 十 症 (二 237 一切 一 玉 一 2 二 中 十 中 一 机 所 以 得 到 
如 上 日; 
分 解 因 式 一 2w 十 zy 二 3 一 i, 
【 例 11】 逐 求 编制 一 道 因 式 分 解 一 ,已 知 多 项 式 呈 丰 十 pat 
tg tr 十 38 十 1 的 形式 ， 这 里 的 系数 力 , 9, 7,s 中 希望 出 现 较 
多 的 零 , 而 所 得 的 结 寻 有 因 式 (二 4 二 1)， 
根据 上 述 要 求 , 可 以 设 千 果 中 的 男 一 个 因 式 为 (中 十 za 十 ya 
二 考虑 (0 二 Z 寺 (二 1) = 二 
十 二。 其 而 符 
久 一 4 二 了 
y= 必 * 二 y+ 了 了 
一 内 十 昌 十 二 
引 一 4 十 工 . 
为 使 p, gs 中 洗 现 较 才 的 零 , 可 取 w=0, y= 一 1, 或 z= 一 1 
y 一 0, 党 旭 说 取 前 者 , 就 得 有 p=1, g 一 "一 8 一 0 于 是 得 到 题目 ; 
分 和解 因 式 十 十 1， 
【 例 13】 要求 编 古 , 求 四 次 多 项 式 的 值 , 而 当 w=3 一 3 3 时 
该 多 项 式 的 值 为 1. 
考虑 3 一 3 3 的 共 罗 根 式 323 3 ,这 两 个 根 式 是 方程 
一 865 十 1=0 之 根 ,因此 我 们 可 世 尾 取 一 个 二 次 式 , 如 名 十 2, 当 z= 
3-~2 和 V2 时 , 必 有 
(wt 二 i 12s+3=1., 
于 古 得 到 题目 ， 
已 知 w=3~2Y2, 求 w-6m3 二 38m， 一 12w4-8 的 值 . 
从 编制 的 让 程 中 我 们 也 亲 找 到 本 题 的 解法 ;由 他 一 6m 十 1=0， 
得 妇 一 6z= 一 1, 从 而 
a i"* 


gt— Ori dv — 19.49 
rb) 一 i122 十 3 
一 2 十 针 
=2{w 65) 十 3 
一 3x [~—1)+3=1, 
【 便 13] 编制 一 道 包 食 一 个 根 z 一 3 的 根 式 方程 ， 
写 出 一 个 含有 一 个 或 用 个 根 号 的 等 式 , 如: VM 9 一 v4 十 1; 按 
要 求 zw 一 3, 在 上 式 中 引入 zw 如 V9=vVis-3 v4 一 ww+t+l, 得 
到 题目 . 
解 方 积 vv4z 一 3= wz 十 1 十 | 


解 此 方程 可 得 ca= 3, za 一 二 这 里 的 we 一 二 是 增 根 . 


一 二 -十 训 
【 创 11] 绩 制 一 过 解 为 | 1 的 二 元 一 次 方程 组 ， 
习 此 方程 组 为 
| 
Cat hoy — C9. 
一 
则 有 ap 


任 取 拉 一 1 十 吕 ， 下 一 3 十 晤 9 二 1 一 3， Do 一 各 一 上 求 出 61 一 2 十 红 3， 
?2 一 4 一 禾 、 得 到 题 日 : 
(二 十 30 和 十 (十 办 Y 一 3 十 的 : 
| 一 俘 )w 二 (2 一 人 yf 一 4 代 一 各， 
[ 例 16] 亦 求 编制 一 着 列 方程 解 灾 用 十”， 题 型 : 工作 量 问 
题 . 所 列 方 程 , 由 分 式 方程 转化 为 一 元 二 次 方程 ， 
考虑 工作 是 问题 的 基本 关系 , 设 总 工作 量 为 邢 , 单 位 肝 间 工 


作 量 为 @, 工 作 时 间 为 二 则 有 了 要 = 人 如 上 可， 取 开 二 100, 则 


解 方程 组 


as 1 。 





时 @ 
在 上 两 式 的 分 母 中 引入 未 知 数 4, 并 项 定 2%=8, 于 是 有 
100 _ ,1 , 
-oo 一 83 去， gg 
二 1 3 
2 
@'-4y 得 100 _100_205 @ 
1 出 6° 
J 
加 式 可 转化 为 Bo2 一 847 一 48 一 0， 
了 一 名 ， oT 2 


纹 加 式 以 实 味 人 配 羡 , 得 下 询 序 用 题 : 

甲乙 上 煌 人 同时 开始 从 加 工 100 个 零 任 , 乙 每 小 时 加 工 的 零件 
数 出 甲 寿 小 时 加 工 欧 等 件 狐 的 一 学 还 少 工 个 ， 系 果 甲 所 市 的 汉 间 
比 乙 少 20 小 对 50 分钟， 问 甲 、 人 


如 果 将 仿 式 右 边 蚊 20 忆 分 拆 成 5+15 5 一 ， 我 们 就 可 以 在 题 


意 中 滴 加 些 曲 折 , 改 述 为 

和 四、 乙 两 人 各 加 工 100 个 零件 , 两 人 同时 开始 工作 , 甲 先 用 3 
小 时 进行 技术 革新 , 然后 进行 加 工 , 这 时 乙 每 小 时 加 工 的 零 性 数 比 
时 每 小 对 加 工 的 零件 数 的 一 半 还 少 了 个 , 刍 果 旱 比 乙 提 前 16 小 时 
50 分 锅 完 成 任务 ， 问 四 、 乙 两 人 每 小 时 各 加 工 多 少 个 零件 ? 

【 例 出 20 由 关系 式 之 10 编制 一 道 对 数 不 等 式 的 证 出 题 ， 
。 mm? <10, 
“。 logs 10>2, 


邯 Jor 2+ lops 5 ~~9, 
] | 了 
loga mw logs > 
上 式 厌 是 一 个 形 趟 优 关 的 不 等 式 芍 证 明 题 ， 
类 伺 地 , 月 创 推 法 , 由 mw 汪 30, 可 编 出 题 上 且 ， 


1 1 1 
基 . -~ .-] ”~ 十 一- - 
证 史 : lop sr : logsw loges 


名 二 1 
明 . 3 + 3 +. 1 <2. 
证 虽 : lopal9 T lorral19 + 19gs19 


【多 17】 wi, G2， 63, m4 都 是 实数 , 试 编制 一 道 题目 , 其 结论 是 
“证 明 ri， az, ms 成 等 比 数列 , 且 公 比 为 ce” 

欲 证 明 et，ma, as 成 等 比 数列 ， 必须 有 中 夫 0, 且 证 一 证. 而 
当 gz 天 0 目 G2, Wa， ga 都 是 实数 时 “oa， aaaa 成 等 由 数列 , 是 
公 比 为 ge 与 下 式 等 价 





3， 


此 式 展 开 .去 分 母 、 整理 得 
(全 十 0 一 209 (64 十 ti) 十 组 十 虽 一 0. 
平 是 得 到 题目 : 
实数 而, Gz, na, 本 满足 
(Caf+ od) ei— 2a2 (0 da) G+ G+ m0, 
其 中 加 0, 求证 ,qo, 三 成 等 比 数 列 , 且 公 比 为 酌 ， 
【 例 18] 递 推 数列 {ej 的 前 项 之 和 癌 。 一 全 一 m 二 了， 试 编 一 
题 ， 
困 总, 一 9 一 见 二 上 可 得 
m= Sd1= 1, 


@ = BA = 二 1 [m1 (nl 11 
-2 一 1); (> 多 
dO—2%—2), m3) 
。 oh 1 2 1)—2(n—2)=2. (n=3) 
于 是 得 到 题目， 
已 知 数 列 {a 中 抽 一 1 一 0 _1 二 3083>3) , 求 Dn. 
[ 例 19】 试 以 wm 二 28 一 ww 为 结论 ， 编制 一 道 三 角 茶 特等 陈 的 
证 明 题 . 
由 wa 十 28=z 芒 gw 一 严 一 28 
> pina=gin28 


,> sin B eon -, 
SETL oe 下 


人 wt28= t= 一 28 


二 0090 一 一 0082 片 


(gin a 0) 


:= oga=25in’B—1 


>» in” a = 地. (oo5 一 

















1cose 
gin 8 eos din “ 记 cosB _ 
现 隐 去 数值 二， 探讨 由 全 全 于 冯 DG 
TS 能 否 证 明 at+2B 一 wm? 事实 上 
cnaB -sing oo8 二 gin 8 
由 sin 1+oosm 酝 得 2sin cos 马 2cop 抽 


288 _ Hn ,从 而 有 coa( B 十 < )=0. 欲 柄 十 2 记 一 ww， 必须 
sin > cos 三 


有 -- 瑟 .8 上 + 立 <3 ,为 简便 起 见 ,不 护 取 mw 有 都 是 锐角 ， 丁 是 


得 到 题 尺 : 
»。FS。 








已 知 a,B 都 是 锐角 , 且 2 有 -sin 记 求证 w+28=wr。 


NiTt ey LE 十 COS 己 
从 上述 数 例 , 我 们 看 到 , 用 倒 推 法 编 题 必须 经 功 由 第 果 上 泪 条 
件 的 过 程 , 在 这 一 过 程 中 , 思维 的 指 问 常常 是 不 确定 的 , 因此 丝 题 
省 应 在 发 类 和 收敛 之 加 保持 适度 的 张力 ， 又 在 这 一 过 程 中 ， 亚 换 
未 必 基 有 等 价 性 ， 因 此 顺 得 到 的 题目 ， 庶 该 审 愤 地 进行 反复 推 融 ， 
以 免 产生 违反 科学 性 的 错 误 ， 


第 四 节 变换 条 件 法 


变换 条 件 法 是 将 成 题 的 条 件 加 以 变换 ， 从 而 得 到 新 题 的 一 种 
编制 数学 习题 的 方法 . 

一 、 等 价 变 换 

数学 习题 是 一 种 关系 结 梅 ， 通 过 革 种 对 应 改变 习题 中 对 象 的 
名 称 , 而 保留 原 有 的 关系 , 便 可 得 到 新 题 ， 

福 数 学 发 展 史上 了。 大 们 为 了 解 尖 如 欧 几 时 得 第 五 公设 的 独立 
性 问题 .四 人 色 问 题 等 这 些 难题 ,都 曾经 找 旬 过 和 这 些 问题 相等 价 的 
命题 , 试图 带 过 这 些 等 价 售 题 米 解决 点 来 的 问题 ， 

仍然 以 何 牙 和 数学 竞赛 题 为 例 ， 

证 明 任 意 六 个 大 中 , 总 有 三 个 人 相互 议 识 ,或 者 相互 不 认识 . 

由 于 这 个 题 日 新 类 ,别致 , 所 以 以 后 不 少 同 家 通过 等 价 变 换 的 
方法 ， 竞 相 运 用 . 如 将 题目 中 的 六 个 人 看 成 是 空间 六 个 点 , 以 两 点 
间 连 红线 表示 两 人 互相 议 识 , 两 点 间 连 蓝 线 表 示 两 人 互相 不 认识， 
于 是 这 个 题目 就 奕 成 1953 年 美国 普 特 南 数 学 竞赛 的 一 个 试题 . 

宇 间 中 的 六 点 , 任 三 点 不 共 线 , 任 四 点 不 共 而 , 成 对 地 连接 它 
们 得 十 五 条 线段 , 用 红色 或 蓝 色 染 这 些 线段 (一 条 线段 只 染 -- 种 颜 
色 )， 求 证 : 无 论 如 何 染 , 总 存在 同色 的 三 角形 ， 

。66 ， 


等 价 变换 的 一 个 常用 手段 是 将 一 个 命题 变换 为 与 之 等 价 的 首 
否 命 题 . 
【 例 20】 有 J40 个 成 员 , 分 成 3 个 或 少 于 3 个 组 ， 证 明 闪 中 至 
少 有 一 个 组 有 4 个 或 二 个 以 上 成 员 ， 
这 个 题 日 的 等 价 狼 述 是 ， 
有 10 个 成 员 , 分 域 葫 千 个 组 ,其 中 没有 一 个 组 的 成 员 个 数 在 
4 个 或 上 个 以 上 , 证 明 记分 的 组 数 必 大 士 3 
由 于 数 和 形 蚌 数学 所 研究 的 两 类 基本 对 象 , 因此 在 数 、 彤 之 问 
互 作 等 价 变 换 , 此 常常 是 构筑 新 题 的 一 种 方法 . 
【 例 21]】 当 m 取 什么 实数 时 ， 一 元 二 次 方程 
《91 十 1 十 【和 2)r+ (im =0 
有 (41) 两 相等 实 根 ; (2 两 相 异 实 根 ; (3) 两 同 号 实 根 ? 
此 题 可 用 几何 语言 作 等 价 变换 如 下 ; 
当 mm 取 和 什么 实数 时 , 二 次 函数 
y= mrt mn 二 (my) 
的 图 像 与 * 轴 (了 具有 一 个 公共 点 ; (有 两 个 交点 ; (人 有 两 个 区 
太 , 且 位 于 不 点 的 同 柚 ? 
将 数学 习题 的 部 分 或 全 部 条 件 ， 用 它们 相应 的 等 价 命 题 来 蔡 
换 ,， 也 可 以 构筑 新 的 题目 , 用 这 种 方法 编制 新 题 ， 原 题 的 纳 论 一 般 


三保 皖 沾 变 ， 
【 鲍 23】 在 和 4BC 中 ， 
b=6, {lL 
, 7、/ 3 
外 撤 贺 半径 此 = 3 2) 
下 = 60°. (3) 
下 


将 此 题 的 条 储 分 别 作 以 下 变换 都 可 构成 新 题 ， 
a 本 了 


人 四 回回 不 变 ,中 变 为 -8 

(Gi) OO 全 不 变 , 国 变 为 内 切 圆 半径 = 3 

(ii @ 不 变 , 加 国 变 为 8 二 o= 雪 , 肉 切 加 半径 7 一 V3. 

以 上 各 个 变换 虽然 都 是 等 价 的 ， 但 是 所 构成 的 新 题 其 难度 各 
异 ， 实 际 上 ， 经 过 变 和 搞 介 所 构成 芍 新 题 ， 其 难度 与 原 题 相 比 较 没 
有 什么 不 同 ; 经 过 变换 (ii) 廊 枸 成 的 新 是 就 较 厂 题 为 准 ; 经 过 人 变换 
(iii) 所 构成 的 新 题 较 不 题 殉难 ， 不 过 所 有 这 些 新 题 都 有 同样 的 答 
案 , 即 6=7, oe 一 8( 或 5 下 )， 当 然 通 过 条 件 的 等 价 变 挽 编 制 习 题 ， 
并 不 要 求 新 题 和 原 题 的 答案 相同 , 只 是 要 求 具有 相同 的 真 假 值 (对 
证 明 题 米 说 和 解 的 确定 性 (对 求解 题 来 说 )， 

二 .不 等 价 变 换 

以 成 题 为 思考 的 出 发 点 , 将 其 条 件 加 以 变换 , 又 不 要 求 保持 恋 
换 的 等 价 性 , 当然 可 以 衍生 出 许多 新 题 来 , 由 于 这 种 变换 并 无 明确 
的 指向 性 , 因此 要 进行 严格 的 分 类 是 不 可 能 , 甚至 作出 较为 合乎 歇 
辑 意 义 的 分 类 也 有 极 天 的 困难 的 ， 下 面 介绍 几 种 常用 的 方法 ， 

A 人 (一 ) 条 忻 的 弱化 ”去 掉 某 个 题目 的 

G ”一 些 条 件 ， 或 以 较 弱 的 条 件 来 芝 换 原 米 的 

mi 条 件 , 就 将 使 原 题 的 结论 泛 化 , 如 果 原 题 是 

求解 题 , 其 解 集 必然 扩大 . 

D NC 【 例 23】 边 长 为 4 的 正方 形 ODEF， 

图 45 截 去 一 角 成 五 边 形 4BODB， 其 中 AF= 

2,BF=1, 了 了 是 4B 上 一 点 , 44P:PB2 求 拓 彤 PNDN 的 面积 , 
解 ,延长 PP 交 是 FP 于 下 ,延长 避 P 交 OF 于 GG. 可 得 


1 2 


" Bg » 


,… 械 形 PNDH 的 面积 = MP x WP 一 人 4- 号 ) 人 4 一 号 ) 
=11 志 . 


我 们 去 掉 题 目 中 的 条 件 : “4P:PB=3 ， 这样 矩形 PNDXH 
的 面积 就 因 三 点 在 4B 上 的 位 置 不 同 而 变化 了 ， 于 是 得 到 新 题 ， 
边 长 为 4 的 正方 形 0DEE, 截 去 一 角 成 五 边 形 4BODE, 其 
中 42, BF-1, 若 了 是 48 上 的 一 个 动 点 ; 并 将 矩形 PNDM 
的 击 积 记 为 总, 求 总 的 变化 范围 ， 
解 : 设 PK =x, 测 PG =2(1 一 »). 
., A—MPxNP 
=[4—2(1—4)](4—2) 
Us 并， 
12. 
对 上 述 题 日 , 如 果 进 一 步 乌 出 下 列 问 题 , 也 是 化 有 兴味 的 : 
(1 5 的 最 大 值 、 最 小 值 分 别 是 多 少 ? 
(2) 二 在 怎样 的 位 置 时 请 的 全 等 于 10? 
【 倘 34] 己 知 一 个 圆 , 其 中 ， 


半径 等 于 3 OD 

与 男 一 阅 (2 一 ?十 (9 一 ”7=4 相 切 ; @ 

与 直线 z= 一 上 相 切 . fel 
求 此 图 的 圆心 坐标 . 


此 题 的 答案 是 . 所 求 加 心 从 标 为 (2, 8), (2, —1), (2, 6), 
(2, 一 3 去掉 此 题 中 三 个 条 件 中 的 一 个 , 都 可 以 得 到 新 题 . 
去 掉 条 件 由, 得 ， 
一 加 与 岗 妇 一 2 二 志 一 雪 一 上 及 直线 5 一 ~ 工 都 彬 切 ， 求 此 
a BO， 


圆 的 圆心 的 轨迹 方程 。( 答 ; (gy 一 ?一 8w; (By 一 了 ?一 4(w 一 1，) 

去 控 条 件 外, 得 ， 

半径 为 3 的 圆 与 直线 z= 一 1 相 切 ， 求 此 贺 的 关心 的 轨迹 方 
程 . 【 答 ,z 一 3 w= 一 4.，) 

去 探 条 件 加 ,得 . 

闪 径 为 3 的 闫 号 男 一 回 (z 一 区" 十 (一 了 DD?=4 相 切 , 求 此 阅 的 
圆心 的 轨迹 方程 《 管 : (一 2 (一 也 一 (一 纺 3 十 (一 上 ?一 
16.， ) 

‘二 》 条件 的 强化 “在 某 个 题目 中 增加 一 些 条 件 , 或 以 较 强 的 
条 件 亚 换 原 来 的 条 件 ， 可 以 构筑 新 题 。 但 是 这 种 通过 强化 条 件 编 
制 狐 题 的 八 法 ， 并 不 是 对 每 个 题 日 都 是 可 施行 的 ， 我 们 把 存在 矛 
局 答 件 的 习题 称 为 条 件 过 人物 和 习题 , 如 

已 知人 入 4BO 中 4 一 40°, B=60°, g:5 一 4:5, 求 0, 

又 如 第 莹 章 例 10~ 便 16 各 便 部 是 条 件 过 饱和 习题 条 件 并 不 矛 
盾 , 倡 耕 强化 任何 条 件 痢 将 产生 予 盾 的 习题 ,， 称 为 条 件 盆 和 习题 ， 
如 

已 知人 入 4BO 中 , 4=40°,B=60°,g=4, 求 6， 

可 以 强化 条 件 和 而 不 产生 矛 捕 的 习题 , 称 为 条 件 不 乙 和 习题 ， 如 

解 不 等 式 十 一 630， 

我 们 将 此 题 中 的 条 件 “ 关 0 强化 为 “=0”, 就 得 新 题 . 

解 方程 二 ww 一 6 一 0. 

此 题 仍 然 是 条 件 不 饱和 习题 , 可 进一步 强化 其 条 件 得 

戎 2 钥 方 程 江 十 2 一 6 一 人 0. 

” 条件 过 侈 和 习题 不 合 数学 习题 科学 性 的 要 求 ; 条 件 候 和 习题 ， 
只 能 对 条 件 作 等 价 变 措 ， 或 作 弱 化 处 理 ; 只 有 对 条 件 不 饱和 习题 ， 
才 有 可 能 进一步 强化 其 条 件 ， 从 而 织 制 出 新 的 习 盟 ， 条 他 不 移 和 和 
习题 -- 般 具有 较 强 的 发 散人 性 , 有 利平 培养 学 生 思 维 的 创造 性 , 但 是 

+ TO ， 


某 些 命题 之 所 以 为 候 命 题 , 也 往往 由 于 条 件 不 饱和 所 致 , 如 第 三 童 
例 ~ 例 9. 

(三 ) 送 向 变 接 ” 道 向 变换 是 将 数学 习题 的 条 件 中 的 举 项 与 
结论 中 的 事项 作 相 等 个 数 的 交换 以 构筑 新 题 的 一 种 编 是 万 法 . 

{ 侧 25] 在 和 从 4B0 中 ,如 果 A4=28, 那 么 一 bb 十 0)， 

将 此 题 的 条 件 和 绪论 互 换 , 再 得 一 新 题 . 

在 入 4BC 中 如果 本 一 pt 十 0， 那么 4=28. 

在 上 例 中 , 由于 诛 命 题 导 送 命 题 均 为 真 ， 在 这 种 情况 下 , 通过 
逆 国 变换 编 新 题 当 然 比 较 方便 , 但 在 不 少 情况 下 , 原 命 题 为 其 时 道 
命题 未 必 为 真 , 因此 这 用 闭 癌 变换 方法 时 , 必须 注意 新 题 的 条 件 的 
充分 性 , 有 时 在 构筑 新 定时 要 适当 地 补充 条 件 . 

【 例 26】 党 w, B,Y 成 等 六 数列 , 且 启 7 一 2 妃 避 ,出 


馈 避 一 霹 ? 过 
通过 逆 调 变换, 我 们 有 两 种 不 同 的 途径 来 构筑 新 十 
(D 结论 “起 忆 == 饮 ? 言 ” 与 条 件 “ 纪 7 一 2 夫 "交换 ， 
(2) 结论 “tg 与 == 霹 ? 记 ” 与 条 件 “a, 8B, 7 成 等 差 数 列 " 交 换 ， 
由 (1) 得 . 
车 a, B,7 成 等 荆 数 列 , 且 霹 与 = 诬 广 , 则 霹 7Y=2 女 . 


这 是 一 个 真 命 题 . 
由 《2 得 : 


车 馈 二 一直: 广 , 且 饮 7=2 馆 8, 则 BB,7 成 等 差 数 列 ， 
这 个 命题 并 不 为 真 ， 请 看 下 列 锥 理 : 
[2 霹 注 一 站 山 


Tl.。 








外- YT 
x VY 
tw St 筷 汪 十 始 立 _ 丰 二 Et - 
2 vd 1 lB* 
1 培训 霹 、 
tt 
从 而 
B= ot 


即 wm, B8,Y 成 等 差 数列 . 

在 上 述 过 程 中 , 由 中式 到 下 一 步 的 根据 是 不 充分 的 .为 使 推 
理 能 够 成 立 , 应 补 充 条 件 , 8， E( bm 一 全 ，jr 十 号) hE 
件 加 强 为 <o, 8, YE (0, 入)”, 即 "a,B,Y 均 为 锐角 *， 于 是 得 到 新 
题 ， 

车 a, B,7 均 为 锐角 , 且 霹 己 一 馆 ? 方志 Y=2 志 刀 , 则 ,用 ， 
7 成 等 着 数列 ， 

[ 例 27】 以 三 角形 中 位 线 定理 “三 角形 的 中 位 线 平 行 于 第 

1 二 边 ， 并 有 等 于 它 交 一半 为 基础 ， Ia 

用 逆向 变换 方法 编制 新 题 . 为 了 便于 叙 

pb E 述 ， 结 合 图 形 将 命题 的 条 件 和 结论 加 以 分 

解 ， 

五 C 加 图 4-6, 已 知 和 4BD， DD 是 48 上 
图 4 一 点 ， 召 是 4O 上 一 点 ， 车 

AD=DB, (DD 

A4E = EO, 2) 


a Ta 


则 
DE # BO, 也 


Da BO. 中 
在 保持 原 食 题 前 题 “ 己 知人 和 仿 48O,DD 是 A4B 上 一 点 ; 瑟 是 AU 
上 一 成 ”的 情况 下 , 将 条 件 中 的 事项 中 ,加 与 结论 中 的 事项 加 ,也 
人 必 诈 等 个 数 的 变换 , 可 得 3 个 不 同 的 命题 : 
中 (或 钙 ) 与 晤 交换 ,得 


DE/ 2 AD=DB, 


— 


(DD( 或 加) 与 加 交换, 得 
DE=— BO [4D=DB， 
一 > 
AB= HO 四 BAO; 
电 , 间 与 晤 , 电 交换 ,得 


DE BO AD= DB, 
一 -学 
pg.B0] ABBE0. Gm 


(ID 


上 述 3 个 命题 中 , (1D), ‘IID 是 真 命题 , (ID 是 假 命题 ,因为 对 
于 (ID) ,我 们 可 坟 举 出 如 图 4-7 的 反例 , 图 


中 昌 有 也 如 一 5BO, 4 再 = 再 0 但 4DD# 
DB, DE*BO， 窝 局 (I 了 DD 为 真 命题 ,可 以 
”填充 条 人 忻 4BO> AB, BO OP 


[ 例 28】 试 由 题目 "证 明 冰 数 %~ 。 
sinsp 十 oosz 一 -1 的 最 大 值 为 世 , 通 过 逆向 变换 编 一 新 是 . 
研究 : 我 们 不 妨 固 定 函数 的 基本 表达 形式 , 而 将 函数 表达 式 中 
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的 某 个 系数 , 如 部 , 换 成 待定 系数 ( 设 为 力 ， 将 丽 数 的 最 大 值 为 1 
看 作 已 知 条 件 ， 考 虑 函数 -sinw+acosw~ -1 最 大 值 为 工时 
4 的 歌 值 ， 先 将 函数 变 溢 为 
y=— (econ — 小 + 革 + 河 . 
(四 当 一 3<6S3 时 ， yax= tl, 由 此 本 得 到 = 
二 
2 号 3 
0 当 4>2 时 ，yax 一 (~ 名) + 后 二 让 =1， 由 此 得 
4 一 了 ,会 去 : 
(8) 当 9< -2 Vax= 一 (1 所) + 全 
此 4 一 一 J; 党 去 ， 
综合 (1)，(2), (38) 可 得 <= 土 卫 为 使 结论 确定 起 见 ， 新 是 
可 拟 为 


已 州 画 数 y= 一 Bin Wt go08 go 的 最 天 值 为 2, 求证 妆 = 


十 


? 
一 ,由 


第 五 节 类 比 与 推广 


数学 习题 的 结论 越 是 一 般 , 所 论 及 的 对 象 越 多 , 其 应 用 的 范围 
号 趣 广 .在 整个 数学 发 展 的 过 程 中 人 们 总 是 不 断 地 去 寻求 更 多 更 ， 
一 般 、 更 普遍 的 结论 ， 这 种 舌 向 也 反映 到 数学 习题 的 构筑 过 程 之 
中 , 

一 、 尖 比 

类 比 是 一 种 逻辑 方法 , 它 是 通过 两 个 特殊 对 象 的 比较 , 而 作出 


a 1 4。 


其 中 一 个 特殊 对 象 前 结论, 是 由 此 及 和 后 的 过 程 . 用 类 上 雍 法 编制 习 世 
眠 柜 式 是 ， 
不 题 有 条 件 4, 5, 9， 钳 论 到 
新 题 有 条 性 ww，p，e ， 
新 题 有 结论 弛 
这 里 的 新 题 的 条 人 御 of 和 线 论 名 与 原 题 的 条 件 e 和 钳 论 避 有 关 对 
应 的 相位 性 , 特殊 情形 十 可 能 有 #=2， 册 于 类 比 法 得 到 的 结论 县 
有 战 然 性 , 因 开 久 天 的 新 题 具 科学 性 必须 经 过 严格 驳 推 藏 . 
【人 鲍 29] 平面 上 人 性 给 四 个 相 异 的 点 ， 它 们 之 间 的 最 大 距离 与 
最 小 距离 之 比 为 入, 证明; A> 23。 (1961 年 匈牙利 数学 党 赛 试 
题 ) 
将 此 题 的 条 件 中 点 的 个 数 改 为 五 个 , 不 改变 其 他 事项 , 并 将 结 
论 中 前 2 理解 为 "正四 边 形 (最 短 的 ) 对 角 线 与 一 边 之 比 ” 通过 
守 比 得 到 一 个 对 应 的 钳 论 : 和 z28in5d4” ,这 里 的 28in54” 甩 为 正 五 
过 形 对 角 线 与 一 边 之 出 ， 于 是 得 到 新 题 : 
平面 上 任 给 一 全 和 相 异 的 点 ， 它 们 之 间 的 最 大 上 距 离 与 最 小 距离 
之 比 汶 各 ,证明 ,2>2gin54°, 
类 似 地 还 可 得 到 上 题 昌 ， 
平面 上 任 给 六 个 相 异 的 点 ， 它 们 之 间 的 最 大 距离 与 最 小 距 调 
之 比 为 证 朋 , 和 > 3， 
由 于 类 比 法 只 要 保持 藉 题 中 的 部 分 条 件 ， 同 时 对 条 件 中 的 其 
余 事 项 人 帮 适 当 改 变 ， 因此 , 保持 什么 ? 改变 什么 ? 起 样 改 变 ? 对 这 
此 问题 航 回 党 , 无 疑 是 多 种 多 样 的 , 也 就 是 说 , 党 借 篇 题 者 思维 的 
灵活 性 和 丰富 的 想象 力 。 对 于 同一 个 题目 ， 可 用 类 比 法 得 到 多 个 
新 题 . 
【 例 30] 义 股 定理 : 直角 三 角形 的 两 个 直角 这 的 平方 和 等 于 
斜 边 的 平方 ，( 图 和 
4 





图 二 8 图 生 9 图 4-10 


从 面积 的 角度 考 虚 , 将 勾 服 定理 叙述 为 : 分 别 以 直角 三 角形 削 
两 个 直角 边 为 一 边 的 两 个 正方 形 的 面积 的 和 等 于 以 斜 边 为 一 边 鹏 
正方 形 药 列 积 (图 48)。 将 题 朋 中 的 “正方 形 政 为 “ 正 五 边 形 或 
“以 一 边 为 直径 的 半圆 ， 就 可 得 到 新 题 ， 

分 别 以 直角 三 角形 的 两 个 直 币 边 为 一 边 移 两 个 正 五 边 形 的 面 
积 的 和 等 于 以 射 边 为 一 边 竟 正 五 边 形 的 面积 (图 全- 细 ; 

分 别 以 直角 三 角形 的 两 什 直 角 边 为 直径 准 两 个 半圆 前 面积 的 
姓 等 于 以 斜 按 为 直径 前 半 图 的 面积 (图 410)， 

从 和 代数 式 贡 度 考虑 , 将 勾 服 定理 叙述 为 行 直 角 三 角形 的 两 由 
角 边 分 别 为 6, 和 斜 边 为 0, 则 名 二 六 =0， 特 题 目 中 6%,8,¢ 的 指数 
层 为 3, 巷 至 疏 为 n(nEAN, n>3) ,就 可 得 到 新 题 ， 

车 直角 三 角形 欧 两 直角 边 分 别 为 4, 8, 斜 边 为 5, 则 ; (了 D8 十 
Ds, (Dat bo, (nnEN, nd 

和 将 平面 图 形 的 直角 三 角形 和 空间 图 形 顶 点 处 汶 直 三 面 佣 (三 
条 柳 两 两 竹 直 前 三 面 第 ) 的 三 棱锥 相 类 比 , 可 得 题 日 

顶 氮 处 为 直 三 面 种 的 三 杰 锥 芍 各 侧面 臣 积 的 平方 和 等 于 底 耐 
积 的 平方 ， 

【人 简 31]】 平面 上 商 条 直线 同和 与 直 于 第 三 条 直线 ， 则 这 两 条 直 
线 平 行 ， 

* 人 


将 "平面 上 ?的 问题 与 空间 ”的 问题 进行 类 比 ， 其 中 " 丙 条 直 
线 ” 或 改 为 “两 个 平面 ;“ 第 三 条 直线 ”或 改 为 "一 个 平面 ”， 可 得 四 
个 命题 如 下 : 

td) 空间 两 条 直线 局 牌 直 李 第 三 条 直线 , 则 这 两 条 直线 平行 ， 
〈 假 命 感 ) 

(2) 空间 两 个 平面 同 牌 家 于 一 条 直线 ， 则 这 两 个 平面 于 行 ， 


( 真 命题 ) 

(3) 空间 两 条 直线 同 敢 直 于 一 个 平面 ， 则 这 两 条 直线 平行 ， 
\ 真 命题 ) 

(4) 空间 两 个 平面 周 垂 赴 于 第 三 个 平面 , 则 这 两 个 平面 平行 . 
( 假 命题 ) 


将 平面 图 形 中 的 三 角形 ,平行 四 边 形 ,给 形 .梯形 ,加 分 别 写 空 
间 图 形 中 的 下 面体 . 平行 六 面体 、 长 方 体 、 台 体 、 球 类 比 ,， 数 与 形 类 
比 , 椭 赔 . 双 曲 线 与 抛物 线 相 互 类 比 , 等 等 , 部 是 编制 数学 习题 的 带 
用 方法 ， 

二 、 推 广 

推广 是 扩 大 题目 的 条 件 中 有 关 对 得 的 范围 ， 或 者 扩大 结论 的 
范围 的 一 种 编制 数学 习题 的 万 法 . 

一 个 题目 名 过 推广 后 ， 原 来 的 题目 不 大 
它 的 特殊 情形 。 两 者 其 有 人 包 会 关系 ， 如 图 
4—11, 

推广 分 丙种 类 型， 

(一 ) 概念 型 ” 先 找 当 题目 的 条 件 或 结 图 4 
论 申 的 某 个 对 象 , 抬 它 作为 类 概念 ,然后 扩展 到 与 它 邻近 的 种 概念 . 

【 例 32] 过 抛物 钱 的 焦点 的 落 的 中 总 的 胃 迹 仍 为 抛物 线 . 

此 题 可 将 条 性 和 结论 中 的 对 象 一 一 抛物 线 帮 为 类 概念 ， 扩 展 
到 与 它 命 近 的 种 概念 一 一 图 锥 由 线 . 





(二 ) 数位 型 ”把 一 个 仅 对 某 些 自然 数 成 立 的 命题 ， 排 /到 
对 所 有 的 自然 数 剖 成 立 ， 或 者 把 题目 的 条 件 或 结论 中 的 某 些 数值 
扩展 到 更 一 般 的 情形 . 

[ 例 88】 以 三 角形 的 顶点 和 它 内 部 2 个 点 ( 共 8 个 点 ) 为 项 
点 作 小 三 角形 , 间 原 三 角 背 被 分 割 成 北 个 小 三 角形 ? 

解 ; 先 考 虚 三 角形 内 部 有 1 个 点 的 情况 , 这 时 原 三 角形 被 分 害 
成 3 个 小 三 角形 (图 4-12). 

再 在 三 角 洪 内 和 部 增添 1 个 点 ， 记 增 湛 的 点 可 能 在 上 述 小 三 角 
形 中 某 个 小 三 角形 的 内 部 (图 4-18), 也 可 能 在 某 两 个 小 三 角形 的 
共 辐 边 上 (图 4-1 久 ,但 不 管 是 何 种 情形 ， 都 增 深 了 2 个 小 三 角形 ， 
所 以 原 三 角形 被 分 荐 成 5 个 小 三 角形 . 


人 A 人 


图 4-12 图 4-13 图 4-14 

从 上 述 钥 题 过 程 中 可以 看 到 , 原 三 角形 内 每 增添 1 点 , 就 增添 
2 个 小 三 第 形 ,因此 原 题 可 推广 为 ， 

以 三 和 有 形 的 顶点 和 它 内 部 间 个 点 ( 洪 98 个 点 ) 为 顶点 作 小 
三 角形 , 回 原 三 角形 被 分 昔 成 几 个 小 三 角形 ?( 管 ; 2n 十 1 个 小 三 角 
形 ，) 

【 例 34】 正三 角形 中 和 伍 一 点 了 到 各 边 芍 距 高 之 和 为 定 值 , 

夏 广 一 ” 边 相 等 的 凸 m 边 形 内 一 点 了 到 各 边 的 虐 离 之 和 为 


推广 三 ”月 相等 的 凸 m% 边 形 内 一 点 了 到 各 边 的 蝶 离 之 和 为 


【 例 35] 在 和 4BO 中 , 4B 一 40, 了 D 在 AB 上 ,为 在 40 的 


和 可 吕 押 


延长 级 上 ， 昌 BD=0B, DE 交 BO 于 .求证 , DF 一 Fh，( 图 
1 15 

推广 一 保留 其 他 条 件 ， 合 BD:OE 
一 入 证明 DD 六 :二 入 

推广 二 ”保留 其 他 系 件 ， 司 AC:AB 
一 广 , 证 明 DE: PPE. 

推广 三 ”保留 其 他 条 件 ， 使 BD:0 有 2 
4, AO: AB 一 ,证 明 DF:FH=Nh, 图 和 15 

由 例 疆 及 例 趾 可 以 看 到 ,由 于 基点 不 辐 ,一 个 题 有 可 能 具有 
多 种 推广 的 方向 ， 





第 六 节 演 变 


从 一 道 基本 题 出 发 ,将 条 件 中 前 数量 或 图 形 ( 包 括 位 置 及 形 
状 ) 训 以 改变 ， 使 之 产生 一 些 具 有 新 质 前 题目 , 这 种 顷 制 数学 习题 
的 方法 叫 散 演变 . 

客观 世界 前 运动 变化 ， 反 了 映 在 数学 里 砚 是 数量 关系 或 儿 何 图 
形 前 演变 ， 课 本 中 关于 和 辆 相 截 二 直线 交角 度量 定理 ， 从 演变 前 
角度 来 看 , 可 以 说 是 其 顶点 从 图 内 向 加 外 运动 的 各 种 结果 . 

项 扣 在 回 内 (图 二 16) ,有 : 

涪 心 角 的 度数 和 它 记 对 的 弧 的 度数 相等 ; 

加 内 角 的 度数 等 于 它 所 来 的 两 弧 的 度数 之 和 的 一 半 ， 





图 16 


顶点 不 园 周 上 (图 4d-17) 1 有 : 
闻 同 第 的 度数 等 于 它 所 对 的 弧 的 度数 的 一 半 ; 
缆 蕊 角 的 度数 等 于 它 所 夹 的 弧 的 度数 的 一 半 . 


图 #17 


砷 点 在 圆 外 (图 4-18), 有 
加 外 角 的 度数 等 于 它 所 夹 的 两 弧 的 度数 之 差 的 一 半 ， 





4_18 
通过 演变 法 编制 新 题 , 便于 体现 新 旧 题 之 间 的 联系 , 使 学 生 能 
R 从 整体 上 去 掌握 知识 和 解 题 方法 ， 不 知 

0 不 党 地 进入 一 个 新 的 高 度 . 

[ 例 36] 基本 题 : 已 知己 是 线段 
4 了 3 上 一 点 ， 分 别 以 4 了 P, PB 为 一 边 ， 
在 48 的 间 傅 作 等 边 三 角形 4PQ 和 

全 PBR， 求证: 4R-BQ、{ 图 4-19) 

本 题 经 过 下 列 各 种 演变 , 原来 的 结论 仍 保持 不 变 . 
(二 图形 位 置 的 改变 
演变 一 六 4PQ 与 人 DBR 在 .48 的 异 俩 (图 4-20)， 


sm 0 + 


| PF Ba 


演变 二 三 点 在 4 的 延长 线 上 (图 431)， 

演变 三 卫 扩 在 48 外 {图 4-32). 

演变 四 入 408@ 与 人 PB8B 在 如 8 的 寞 侧 , 且 了 点 在 #B8 的 
延长 线 上 (图 423)，( 演 更 一 和 演变 二 的 复合 ) 


名 





图 4 中 4 23 

(2) 图形 形状 的 发 记 

演变 五 ”入 4PQ 与 人 PBB 都 改 为 项 角 祖 等 的 等 腰 三 角形 。 
RI AP= PO, PB= PR, /APQ- /A BPR，( 图 4-24) 

演变 玄 入 APQ 与 和 PBR 分别 改 为 正方 形 4Pee& 与 正方 
形 BPRR (图 4-25) 

演变 七 ”入 4P9 与 入 PBR 分 别 改 为 正六 边 形 4PQ&"@” 
本 正六 边 形 BPRRR"R"，{ 几 4-36) 

s。 81 。 


及 R: 
PF 
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图 4-26 


(3) 图 形 位 置 的 改变 与 形状 的 改变 的 复合 
演变 六 ” 污 变 一 与 演变 五 的 复合 ，( 图 4-27) 
演变 丸 ”演变 一 与 演变 六 的 复合 。、( 疼 4-28) 
演变 十 演变 一 与 演变 七 的 复合 、( 图 4-29) 
演变 十 一 ”演变 二 与 演变 六 的 复合 、( 图 4-30) 
演变 十 二 ”演变 三 与 演变 六 前 复合 ，{ 图 4 31) 
演变 十 三 ”演变 四 与 演变 六 的 复合 ，( 图 433) 


| [i 
K | | 
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图 二 好 图 8 
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图 4--31 图 4 32 
【 例 37j 基本 题 : 已 知 卫 为 上 四边形 4BOD 的 外 接 圆 0 上 芷 
意 一 点 ,过 呈 和 分 别 作 48B, 0D, A0, BD ‘或 其 延长 线 ) 的 垂 线 , 它 
们 的 垂 足 依次 为 吾 百 ,全 ,五 .求证 PE.PF-PG.PH.( 风 4-33) 





图 4 3 





为 了 给 出 上 述 基本 题 的 证 明 , 可 以 先 建 立 一 个 引 理 : 
圆 必 的 直径 为 史 由 贡品 上 任意 一 点 三 帮 弦 448 (或 其 延长 


线 ) 的 重 线 , 焉 足 为 如, 则 P 加 一 二 人 
如 图 4-34，PK 为 赔 0 的 直径 ,连结 BE， 由 人 PB4c2 


人 PBK ,可 得 PE 一 0B 


根据 引 理 ， 府 得 P28 PF 一 


二 . 所 以 PB,PF~PQ.PH. 


十 面 就 基本 题 进行 演变 , (乐山 康 , 1982) 

演变 一 当 才 点 逐渐 向 BB 点 移动 ， 使 它 泡 限 接近 直至 重合 ， 
这 时 四 边 形 4BOD 变 成 一 个 三 角形 , 弦 48B 退缩 成 一 点 ,对 48 
的 航 限 位 置 来 说 ， 基 方向 上 已 成 为 过 BB 点 的 贺 上 的 切线 ， 如 图 
4365， 于 是 我 们 得 到 新 题 ， 

已 知 王 为 入 BOD 的 外 搂 贺 上 任意 一 点 ,过 B 和 作 圆 品 的 切 
线 上 B2, 过 了 分 别 作 BF7,C0D, BO,B8D (或 其 延长 线 ) 的 重 线 , 它们 
的 垂 足 依次 为 召 , 了 F, 8, 及. 求证 PB. PFP=PG.PH, 





图 4-35 


演变 二 ”在 演变 一 的 基础 上 ,再 将 CO 点 逐渐 移 向 卫 点 ， 使 它 
无 限 接 近 直 至 重合 , 这 时 OD 的 极限 位 置 就 是 过 避 点 的 圆 口 的 切 
线 ,于 是 四 边 形 攻 .B80 上 D 开 退 巡 成 强 BD， 如 图 4-36， 由 于 40 和 
* 


BD 量 合 ， 所 以 田 卫 点 至 该 两 线段 的 垂 线 足 @G, 点 也 建 合 ， 这 样 
又 得 到 新 题 ， 

已 知 8B，g 是 圆 C 的 两 条 切线 , B, DD 为 切 点 ,连结 8D, 上 
为 贺 O 上 任意 一 点 , 过 卫 分 别 作 3, RD,，BD( 或 其 延长 线 ) 的 季 
线 ， 它 们 的 垂 足 依次 为 吾 , 了 ， 于， 求证 了 是 了 如 和 了 F 的 比 
例 中 项 。 

【 境 38] 基本 题 , 地 面 上 有 有 ,好 ,O 三 点 ,一 只 青蛙 位 于 地 面 
寺 距 加 为 0.27 米 的 三 点 处 ,青蛙 第 一 步 从 了 距 浊 关于 4 的 对 称 
点 D1, 第 二 步 从 Pi 跳 到 关于 B 扣 的 对 称 点 了 ，， 第 三 步 从 上 a 跳 
到 关于 已 点 的 对 称 点 Ps, 第 四 步 从 请 跳 齐 关 于 和 4 的 对 称 点 
了 按 这 种 方式 一 直 跳 下 去 ， 考 青 友 在 第 1985 步 跳 到 了 
Pio8s, 间 卫 与 Pioss 相距 多 少 厘米 ? (1985 年 全 国 五 四 青年 智力 竞 
赛 坛 是 ) 

此 是 有 具 要 利用 “中 点 公式 经 6 次 计算 之 后 ,就 可 发 现 Pe= 卫 ， 
这 就 是 说 青帮 跳 过 6 次 之 后 又 回 到 了 原 姓 ， 所 以 P, Py, Pa, Pe 
是 有 周期 现 圾 的 点 列 ，Pisas 一 了 Ps， 而 Ps 是 点 卫 关 于 0 的 对 称 
点 ,因此 了 zoes 到 卫 的 距离 为 0.27 米 x2= 引 厘米 . 

演变 一 “将 三 个 点 改 为 四 个 上 点， 将 直线 跳 唉 改 为 带 直 前 拐弯 
跳 , 这 就 产生 了 1986 年 全 国 五 四 青年 瘤 力 况 沟 试题 : 

在 同一 平面 上 ， 有 点 和 和 和 点 卫 , 一 个 人 只 上 局 卫 开 如 向 态 44 
直线 前 进 ,到达 点 4 后 , 向 左 转 90°, 詹 续 直 线 前 进 , 走 同 梯 长 的 一 
段 距 高 到 达 一 点 P1. 这样, 我 们 说 这 个 人 完成 了 一 次 关于 所 点 的 
“在 转 弯 运 动 ”， 

设 44, 8B8, O, 如 是 平 苏 上 的 正方 形 的 四 个 人 硕 点 、 男 一 点 了 中 
离 点 呈 为 10 公里 (如 图 生 37) .一 个 人 有 从 点 也 出 发 , 千 关 于 所 和 
作 一 次 左 转 弯 运 动 , 到 述 卫 i 点 ,接着 再 对 B 作 一 次 左 转 弯 运 动 , 到 
达 点 ,然后 关于 0, 刁 , 4,B… 连 总 地 作 左 转 普 运动 , 作 过 111i1 

# BD 





图 二 -7 图 438 


次 左 转 弯 运 动 后 , 到 达 点 包 , 问 Q@ 距 出 发 点 多 少 公里 ? 

复数 解法 ; 将 正方 形 4BOD 置 于 复 平面 上 (如 图 4 刀 38)， 有 
可 一 1 十 业 B= OC=0, D=1. 

本 左 转 890。 即 为 AP 

(A Ps—Pi—A, 

即 Pi= {1+@) .AP 

于 是 有 以 下 一 系列 等 式 ， 

P= 十 人 各 十 全 一 = 虑 一 针 ， 

P= (1+)B dP (+ 人 Od dmdP) -1+6— bP, 

Py (1+)O0_éPso (1+O0—61 16 P=1—6+éP, 

P+DD-éP= (1 1 oiP) = P. 

这 说 了 明 点 列 P,P, 了 Pun 的 周期 是 4, 因此 Q = Pn 
一 Ps， 从 而 知 AQPD 为 一 等 腰 直 角 三 角形 ， 所 以 

PQ9=MV3DP=10Y3{ 公 里 ). 

演变 二 ”在 上 述 演变 的 基础 上 ， 常 庚 哲 与 齐 东 坦 又 将 问题 引 
向 更 一 般 的 “ 左 转 6 角 运 动 ”, 即将 向 量 P4 左 转 0 角 后 变 成 向 量 
AP1, 也 就 是 

(A~ Pyew—P—A 

这 里 es9=c08 8 十 $in8, 并 记 6 二 上 和 是 上 人 外 是 
4, B,O 三 点 的 话 , 那么 有 


8 * 


五 | 一 1 十 全 4— Pr, 

Ps= 圭 十 认真 一 人 有 一 (+ (BB-—wAdA) t+uP, 

P= (1 +OO—wP= (1+ (一 有 十 呈 4 — wD, 

P= (tw A—vuPe= + CA B A tw Pp; 

= (liu B— uP 

= (tw Bud+wo—wB+wA)— wp, 

P= (lO us 
最 后 一 式 就 是 

下 一 (1+ (OuBi A WOTB 4) + 

如 果 上 式 中 第 一 项 为 0, 而 太 =1， 那么 就 有 Pe 一 上 即 点 列 
PP, Py Pa ，…, Py 出现 周期 为 6 芍 周 期 现象 .根据 如 =1， 考 涪 


or 2 4 Br Dor do 
d 0, 51, -了 ,人 访 - 各 情形 , 发 现 当 8 0, 汪 ， -本 时 ,如 


虚 列 志 现 周期 为 6 的 周期 现象 , 4, B,O 可 作 任意 分 布 ; 当 8 一 也 
BE 时 , 如 点 列 出 现 周期 为 6 的 周期 现象 ， 4B0O 必 为 正三 角形 , 但 
前 者 4->B_>O->A 是 灌 着 道 时 针 方 向 行进 的 , 后 者 则 是 沿 着 顺 时 
针 方向 行进 的 、 

通过 上 述 讨论 ,就 提出 了 下 面 这 个 曾 被 1986 年 第 二 十 七 局 国 
际 数学 奥林匹克 选中 的 题目 : 

在 平面 上 给 定 三 点 4， B, O， 一 个 人 从 同一 平面 上 的 一 点 P 
出 发 , 直线 行进 到 点 4, 向 左 转 60° 之 后 继续 沿 直线 前 进 , 走 过 一 
相同 距离 之 后 ， 到 达 一 点 P， 我 们 称 他 关于 4 点 作 了 一 次 左 转 
60° 的 运动 ， 接 着 , 从 P; 出 发 对 B 作 左 转 60° 的 运动 到 达 Po 再 
从 PP 出 发 对 O 作 左 转 60。 的 运动 到 达 Ps 然后 依次 对 4, B,0， 
4，B,… 作 左 转 60° 的 运动 ， 经 过 1986 步 之 后 , 此 人 发 现 已 回 到 
了 原 出 发 点 也， 求证 , 4BO 必 为 等 边 三 角形 , 而 且 4->B->0>4 
是 道 时 针 方 向 绕 行 的 。 

» 87 ， 


第 七 节 模 型 法 


数学 问题 的 来 源 , 一 是 道 过 人 类 的 实践 活动 , 从 外 部 世界 的 现 
象 提出 ， 二 是 由 数学 本 里 纯粹 人 逻 诅 地 提 测 ， 本 全 前 几 节 所 介绍 的 
编制 数学 习题 的 方法 , 主要 是 由 数学 自身 羡 盾 引出 的 , 但 是 数学 发 
展 史 告诉 我 们 , 几何 产生 于 测量 土地 , 三 角 起 源 于 航海 和 和 天文, 购 
率 则 是 从 赔 局 的 研究 中 荫 发 的 , 著名 的 七 桥 问 题 , 错 排 ( 装 销 信封 ) 
问题 ,四 色 问 题 等 都 是 数学 家 从 实际 问题 中 扫 铺 出 来 的 , 所 以 , 通 
过 实际 问题 ， 建 立 数学 模型 来 编制 数学 习题 是 教学 中 所 不 应 忽视 
的 一 个 重要 方面 . 

“所 谓 数 学 模型 , 是 指 将 一 类 事物 或 运动 过 程 , 用 数学 概念 、 公 
式 以 及 迎 辑 关系 从 数量 上 加 以 区 述 , 使 人 们 能 更 深刻 、 更 准确 地 试 
识 其 数量 关系 ,把握 其 特征 .于 质 言 之 , 数学 模型 就 是 实际 问题 的 
数学 化 ， 而 模型 法 就 是 实际 问题 经 过 分 析 、 综合 、 概括 , 抽象 之 后 
提炼 出 数学 习题 的 一 种 编 题 方 法 ， 

运用 模型 法 编制 数学 习题 ， 要 求 编 题 者 长 于 观察 ， 警 于 联想 ， 
“ 军 宙 之 大 .粒子 之 微 . 火 箭 之 速 、 化 工 之 巧 、. 地 球 之 变 、 生 物 之 迹 、 
日 用 之 葵 , 无 处 不 用 数学 . 飞 华 罗 谋 ,1959) 问题 是 必须 扬 关 实际 问 
题 中 质 的 规定 性 , 用 数学 语言 刻 划 出 其 中 量 的 关系 , 才能 按照 教学 
目的 要 求 编制 出 数学 习题 . 常见 的 数学 模型 有 

一 、 目 然 模型 

意大利 物理 学 家 合 里 略 说 过 :“ 大 自然 以 数学 的 语言 讲话 一 一 
这 个 诸 言 的 字母 是 : 图、 三 角形 以 及 其 他 各 种 数学 形体 , ”大 自然 中 
的 许多 现象 和 问题 如 测量 糙 的 高 度 、 河 的 宽 嵌 ,按照 某 种 昆虫 的 繁 


[LT 张 扎 《 注 意 ' 狐 学 异型 的 教学 ~ 一 中 学 数学 联系 实际 的 一 些 看 法?>，* 数 学 教 
学 1983 年 第 3 期 ， 
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列 速 度 计 算 增 殖 量 ， 已 知 某 种 放射 性 物质 的 半 壮 期 求 一 定时 间 内 
该 物质 的 减少 百分比 等 ， 都 可 编 戌 数学 习题 ， 下 举 了 攀 例 ， 

【[ 例 39】 树叶 的 形状 是 相似 
的 ,于 是 可 雇 从 两 片 树叶 的 长 度 {或 
宽度 ) 之 比 , 求 出 它们 的 面积 之 比 . 
得 题 

采 得 两 片 形 状 相似 的 炳 叶 如 图 
本 39， 试 分 别 量 出 它们 的 长 度 ， 并 
计算 出 它们 欧 面 积 之 比 ， 图 二 -39 

[ 例 40】 地 球 上 经 度 圈 的 长 度 相 等 , 纬度 圈 的 长 度 刚 不 等 , 越 
是 舍 近 两 极 的 纬度 图 长 度 越 短 . 为 了 使 学 生 对 此 有 更 深刻 的 了 解 ， 
可 答题 ， 

从 我 国 的 首都 北京 的 天 安 门 广场 出 发 , 门 北 走 300 公里 , 然后 
癌 东 走 300 公里 , 再 癌 南 走 300 公里 , 再 疝 西 走 300 公里 , 问 最 后 
能 否 加 到 出 发 地 点 ? 如 梁 不 能 加 到 的 话 ， 郑 么 距 出 发 地 点 多 少 公 
单 ? ( 答 :， 在 出发 地 点 以 东 约 13 从 里 处 。) 

二 、 社 会 模型 

社会 发 展 中 有 许多 数学 模型 , 如 人 口 雯 长 问题 .战争 中 取胜 策 
栈 、 窗 码 编制 和 破译 问题 . 补 会 保险 问题 等 , 都 涉及 不 少数 学 知识 ， 

【[ 例 44]】 荣县 今年 的 人 唱 总 数 是 虑 .7 万 , 要 求 在 以 后 的 第 
10 年 不 超出 70 万 , 问 年 平均 人 口 增长 率 应 控制 千 分 之 几 以 内 ? 

《 答 ，6 骆 ，) 

三 、 经 济 模 型 

经 济 领域 中 的 复 科 ,贴现 .分 期 付款 .机 内 护 提 . 运输 优化 、 库 
存 设 计 . 市 场 分 析 等 问题 都 可 结合 指数 函数 、 线性 规划 ., 优选 法 等 
数学 理论 , 编制 出 适合 中 学 程度 的 数学 习题 . 

【 例 42】 商店 摘 “ 购 货 还 本 ”的 销售 方式 ， 顾客 购买 某 丙 品 付 

,8 。 


款 五 元 , 言明 七 年 后 由 商店 归还 顾客 原 货款 F 元 ， 壕 知 如 元 丰 
款 的 年 利率 为 p%， 则 由 复 利 公式 可 知 ， 欲 在 t 年 后 获得 本 利和 
外 元 , 其 关系 是 F=M.(1tp%):. 

所以 这 笔 交 易 中 , 顾 容 相当 于 用 [了 一 了 (1 十 p%) 人 元 钱 购 闫 某 商 
品 ， 纵 出 具体 数 什 后 得 题 . 

某 家 具 商 店 实行 " 购 货 还 本 ”销售 方式 ， 顾 客 买 一 套 索 具 付 
款 3000 元 , 16 年 后 商店 将 货款 如 数 归 还 顾客 , 现 知 存款 的 年 利率 
为 了 0%%, 癌 在 这 笔 交 易 中 该 顾客 相当 于 用 多 少 钱 买 这 套 家 具 ? 

( 答 ，1568 元 .) 

【 例 43] ”库存 设计 有 这 样 问 题 ， 某 商店 全 年 销售 量 为 卫 , 读 
商品 的 年 储存 次 用 为 每 件 元， 购 货 员 每 次 订购 商品 的 数量 是 相 
等 的 ,订购 一 次 所 需 费 为 六 元 着 每 次 进 货 量 为 @, 则 该 肯 品 所 需 的 
经 营 总 次 用 Fo + 


这 里 的 硬是 进货 次 数 , 可 "5 是 进货 次 用 ,号 是 库存 平均 最 ， 护 -7 


是 亩 全 商用 . 型 条 也 工 总 都 是 定 值 , 则 至 一 六 ,为 使 志 最少 ， 


富 一 个 最 任 洒 侦 批 基 且 是， 实际 上 
2DN 


-到 (e+ 
i ~ J "+ VDs 
当 9 一/ 2DS 时 到 最 小 值 V 开 DN, 给 出 具体 数 公 后 得 题 ， 
菜 种 型 号 的 电视 册 全 年 销售 量 为 5000 台 , 这 种 电视 机 的 年 库 
存 费 用 为 5 元 , 购 货 员 每 次 订购 的 电视 机 数量 祖 等 , 订购 一 次 需 痪 
用 20 元 .同和 次 应 订购 多 少 合 电视 机 , 才能 使 所 新 章 用 为 最 少 ? 


( 管 ，200 合 ,) 
四 、 物 理 措 型 


社会 生产 ,科学 技术 以 及 自然 科学 基本 理论 中 部 有 许多 问题 ， 
.90 ， 


向 我 们 提供 有 关 对 数 .方程 .二 次 亢 数 .周期 函数 .圆锥 曲线 等 数学 
因 识 的 物理 模型 . 

【 例 441 水 库 排 放 的 水 流 从 洪流 坝 下 港 ， 一 般 用 挑 流 的 方法 
来 消除 水 流 的 部 分 动能 ， 
点 保护 水 库 的 项 基 及 下 族 
坦 坝 鸥 安全， 水 流 挑 高 识 
基 愈 远 . 对 安全 愈 有 利 . 现 
根据 黑龙 江 省 桦 南 县 加 由 
引水 库 的 实际 资料 ， 编 制 
出 下 题 

某 水 库 放 水 时 用 瞄 坎 挑 流 的 方法 来 消 陈 水 的 部 分 动能 ， 如 图 
4-40,， 已 知 鼻 坎 的 挑 角 为 30”, 高 程 为 162m.。 水 库 的 水 位 高 程 为 
17lm， 自 坎 下 游 基 底 较 鼻 坎 低 18m。 试 导出 水 流 曲 钱 的 方程 , 并 
计算 挑 出 水 流 的 水 平 射 程 . 

以 鼻 才 的 上 出口 处 为 坐标 原点 , 水 平方 同 为 2 轴 , 建立 直角 上 坐标 
系 wOwy， 设 里 坎 出 口外 水 流质 点 的 速度 为 4, 落 基 为 8 由 


1 
1 一 20 20: 


得 4 一 /281 一 3x9r= /189. 
在 经 略 空气 阻力 的 条 件 下 , 如 果 不 计 重力 , 那么 经 过 秒 后 水 流质 
点 应 到 达 钼 点 ， 有 09 一 v189t， 但 由 于 重力 的 影响 , 水 流质 点 的 
实际 位 置 在 卫 点 ,QP 一 二 gi?, 所 以 水 流质 点 的 生 直 位 移 是 
y=PA~QA— QP-O0sin 30°— QP 
一 /on 
MIB gg 
同时 经 # 秒 后 ,水 流质 点 的 水 平 位 移 是 


: /67 
04-00om30 It -3 





"91 。 


于 是 语 得 水 流 曲线 的 参数 方程 . 


一 
ps Ng 





在 这 里 . 重力 加 速度 9g 是 常 基 , 时 间 了 是 参 变 量 ， 如 有 果 消 去 #, 可 得 
y 一 一 二 全 十 -7 这 是 一 个 抛物 线 方程 , 当 Y 乡 = 一 18 时 , 可 求 
得 挑 量 水 流 的 水 平 射程 z 守 3 .2(m)， 

五 、 生 活 游 戏 模型 

在 我 们 每 天 进行 的 日 常 性 三 务 和 旦 余 活 动 中 ， 都 要 用 划一 些 
数学 知识 ， 如 购物 ,摄影 .下 棋 , 运 动 . 参 观 、 游 戏 等 , 其 中 都 有 某 些 
数学 问题 .1981 年 使 国 数 尝 联 赛 中 有 一 道 题 目 . 

一 张 人 台球 桌 形 状 是 正六 边 形 4BODER.， 一 个 球 从 4B 的 中 
点 卫 击 出 , 击 中 .BO 边 土 的 某 点 ,并 且 依 次 碰 击 0D, D8, BB， 
下 4 各 边 , 最 后 击 中 4B 边 上 某 一 点 。 设 <BPQH=9, 求 8 的 取 什 
范围 。 

描 此 题 作 者 王 现 杰 回忆 ， 他 是 从 电视 里 看 到 打 人 台球 节目 ， 台 
球 经 过 球 提 边缘 的 几 次 反映 后 击 中 预定 目标 的 现象 而 得 锅 灵 感 ， 
然后 把 长 方形 前 台球 举 改 为 正六 边 形 ， 于 是 陨 榴 造 出 上 而 这 道 题 
目 求 ， 

苏联 著名 科普 作家 别 莱 利 曼 ( 员 . 再 . TepemrpxamH)， 搜 集 了 日 党 
生活 中 116 个 数学 向 题 ， 写 成 一 本 名 为 < 活用 的 数学 > 的 书 ( 中 主 ， 
1953 年 中 华 书局 出 版 ); 波兰 著名 数学 家 史 坦 因 豪 斯 (H. Stein- 
haus) ,收集 了 120 个 有 关 数 学 的 图 画 、 游 戏 和 问题 , 写成 一 本 名 车 
< 数学 万 北 锁 ?( 中 译 ， 1981 年 上 海 教育 出 版 福 出 版 )， 这 些 生活 计 
戏 慌 型 的 数学 题 华 都 被 译 成 多 种 文字 在 各 国 出 版 , 
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第 五 章 ”数学 习题 的 解 题 策略 


策略 , 按 字面 上 的 意思 是 “计谋 ”; 英文 中 sirategy 一 词 , 可 办 
为 策略 , 也 可 妓 为 成 赂 , 是 指 一 种 总 体 的 行动 方针 , 而 菲 具 体 方法 
( 研 术 )，、 自 心理 学 对 简单 的 信息 加 工 过 程 , 如 感觉 注意、 记忆 等 
的 研究 , 演进 到 对 复杂 行为 的 研究 , 策略 这 个 词 便 类 繁 地 出 现在 心 
理学 著作 中 ， 心 理学 家 们 认为 , 在 解决 问题 移 过 程 中 , 如 果 主 体 所 
接 般 到 的 不 是 标准 的 模式 化 了 的 问题 ， 那 么 就 需要 进行 创造 性 的 
思维 , 需要 有 一 种 解 题 “ 策 略 ” 所 以 策略 的 产生 及 其 正确 性 被 证 实 
的 过 程 , 常常 被 镶 为 创造 的 过 程 或 解决 问题 的 过 程 . 对 于 创造 过 程 
或 解决 问题 过 程 , 心理 学 家 章 经 提出 一 些 模式 ,如 杜威 的 “五 步 模 
式 ”、 沃 惑 斯 的 “四 阶段 模式 "和 邓 克 尔 的 "范围 浙 趋 缩小 的 汇总 的 
模式 "等 ， 但 是 , 即使 在 当代 心理 学 的 主流 一 -现代 认 知 心理 学 之 
中 , 对 于 策略 的 研究 也 往往 通过 “河内 塔 问题 ?PD 这 类 极其 简单 而 
典型 的 问题 , 而 尚未 进入 到 解决 复杂 问题 的 思维 过 猩 的 透析 , 对 此 
西蒙 就 说 过 , “研究 下 围 模 .解决 河内 卉 问题 到 底 有 什么 意义 ?可 以 
肯定 , 这 类 问题 本 身 并 没有 多 大 重要 性 ， 但 是 ,我 们 可 以 通过 这 方 
面 的 研究 积累 知识 ， 去 解决 更 重要 的 实际 问题 ， 如 教学 生 学 会 解 
类 数学 问题 , "全 订 见 , 对 数学 习题 的 解 题 策略 的 研究 还 是 一 项 新 
的 极其 困难 的 任务 ， 


中 ”河内 塔 问题 是 半 谋 的 一 个 古老 的 传说 . 开 天 各 地 的 神 勃 拉 玛 在 一 个 庙宇 里 留 
站 了 三 根 金刚 右 的 撞 ， 第 一 要 上诉 套 闫 经 个 圆 的 金 片 ， 最 大 的 一 个 在 搞 下， 其 条 一 
个 比 一 个 小 , 依 深 看 上 去 ， 床 里 的 众 僧 不 能 扎 拒 它们 一 个 全 地 从 这 根 标 据 到 另 一 概要 
上 上 ,规定 可 利用 中 间 的 一 根 棒 作 海 帮助 , 世 每 炎 只 能 搬 : 一 个 , 而 且 太 的 不 能 放 在 小 的 上 
辐 。 心 侍 学 家 措 癌 题 中 的 金 片 的 数目 减少 到 5 售 , 以 研 究 解 决 问题 的 示 司 策 洲 ， 

i 西蒙 + 人 类 的 认 知 + 第 益 页 ， 科学 出 版 社 19 中 年 了 月 第 二 改 ， 
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第 一 节 ”人 解 题 策略 的 概念 和 发 现 过 程 


根据 著名 的 流利 亚 " 管 桩 拥 题 ”下 "的 提 法 , 数学 习题 的 解 题 
过 程 可 分解 为 四 步 ，( 人 和 弄 清 问题 (拟定 计划 ，() 实 现 计 划 ， 
(4 加 顾 ， 这 里 的 弄 清 问题 就 是 正确 地 、 全 面 地 环 解 原始 问题 的 会 
义 ， 人 秀清 问题 中 的 “已 知 ” 与 “所 求 ”， 领悟 问题 的 条 性 扬 提供 的 入 
息 , 并 将 这 些 傅 妃 进 行 分 解 与 编码 ， 审 题 是 解 题 的 首要 步 驴 , 世 是 
是 题 的 基础 , 经 过 审题 之 后 ,如 时 主 眉 发 现 题目 具有 现成 的 解 题 模 
趟 ， 就 再 以 直接 进行 解 管 .如果 题目 ( 坟 要 是 探索 性 甫 和 问题 性 题 ， 
没有 现成 的 解 题 模式 可 箱 , 就 需要 探求 解 题 策略 . 

烙 学 习题 的 解 题 策略 古 指 探求 数学 习题 的 答案 叶 所 采取 的 途 
径 和 方法 ， 其 方法 是 有 层次 性 的 ， 馈 题 策略 是 最 高 居 次 移 解 题 方 
法 ,是 对 解 题 途 径 的 概括 性 前 认识 , 

解 题 策略 选 定 后 , 就 需要 执行 , 一 般 基 通过 化 归 或 提出 辅助 癌 
题 的 方法 , 构造 出 阶梯 问题 , 如 果 阶 梯 间 题 有 效 , 就 可 将 原 题 转化 
为 熟悉 问题 , 从 而 得 到 网 目 所 要求 的 结果 ; 如 果 在 执行 的 过 程 中 发 
现 阶 梯 间 题 无 效 , 说 明 策 略 失败 , 险 喜 要 进一步 分 析 题 上 月 的 条 件 所 
提供 的 信息 , 广泛 地 联想 与 题目 信息 有 关 的 解 题 方法 , 探求 新 的 解 
题 策略 、 上 述 过 程 用 框图 表示 如 下 ( 见 下 页 ). 

策略 的 选择 过 程 , 就 是 主 栖 通过 审题 将 原始 问题 中 的 和 信息, 吸 
收 并 网 化 到 主 枉 了 原 有 的 认 关 颖 构 中 ， 在 追求 问题 的 解答 这 种 内 驱 
力 的 推动 和 再 宙 下 ,使 原 有 网 认 糯 结 构 发 生 改 组 和 重建 ,并 提出 阶 
榜 问 题 ， 以 便 依 助 这 些 防 看 问题 解雇 原始 问题 的 过 程 ， 具 体 地 来 
说 , 可 分 为 三 个 阶段 ， 

工 ， 琵 枉 ， 即 提 向 阶段 ， 主体 在 和 弄 清 问题 的 基础 上 , 初步 辨认 

[4 ,流利 亚 : 《怎样 解 题 y 科学 出 版 社 1982 年 工 月 第 二 版。 

e。 94 。 





原音 问题 







阶 帽 吕 题 
是 二 有 效 ? 





问题 的 症结 所 在 ， 通 过 广泛 的 联想 、 迅 速 的 局 部 推理 和 活路 的 直 
觉 ,逐渐 形成 一 种 产生 解 题 策略 的 心 问 , 其 指向 原则 是 ， 

(DD) 目的 性 解 犁 策略 的 产生 虽然 有 束 于 直觉 , 姓 起 来 磊 为 
神秘 , 但 是 离 不 开 有 目的 的 思维 活动 ,“ 如 何 实 现 题 是 的 要 求 ? “这 
是 探求 解 题 征 略 时 须 奥 不 可 腐 升 的 指 辐 。 ”由 国 导 果 、“ 执 果 调 
因 ”“ 杂 住 目标 ”"“ 抓 和 牢 关 键 " 都 是 目的 人 性 原则 的 体现 . 

(2) 相似 性 . 在 总 体 上 或 局 部 地 找到 与 熟悉 问题 的 相似 之 录 ， 
利用 熟 巧 问题 交 解 题 思 路 来 发 现 新 问题 的 解 题 策略 . 

(3) 和 谐 性 ， 题 目的 已 知 条 件 通 过 主体 的 车 识 缆 构 的 中 介 ， 
架 起 通 同 题目 的 等 论 和 要 求 的 恬 梁 ， 化 党 为 简 , 变 异 为 同 , 白 远 届 
近 ， 转 暗 为 明 , 使 得 已 知 象 件 、 原 有 经 验 及 题目 销 论 这 三 者 之 间 在 
惠美 意 供 的 作 几 下 形成 一 个 种 兽 的 统一 体 ， 

+ 8 


(4) 开 获 性 ， 尽 可 能 地 从 问题 中 获取 信息 ,包括 通过 降 食 条 
件 记 得 到 的 信息 , 多 角度 地 考 虞 问题, 灵活 地 转化 问题 ， 信 息 经 加 
工 、 纲 码 之 后 , 不但 作 清 魂 的 线性 的 输出 , 而 且 存 意 作 非常 规 的 非 
线性 的 输出 , 然后 择 其 善 者 而 从 之 ， 

(5) 批判 性 及 时 地 进行 自我 反馈 ,检验 对 一 音 齐 解 的 正确 
性 及 解 题 思路 的 可 行 性 ， 克 服 思维 证 势 引起 惰性 、 叶 板 性 儿 育 目 
性 , 防止 击 于 局 部 附 满 足 感 而 产生 的 对 隐 食 条 性 的 忽视 ， 

2. 明 衣 ， 即 形成 阶段 ， 主 体 在 各 指向 原则 的 综合 指导 下 ,经 
过 多 方 的 选择 , 运用 推理 和 想象 , 在 新 问题 同化 于 主体 原 有 的 认 知 
结 榴 的 基础 上 ， 在 总 体 上 对 解 古 方法 产生 一 种 本 奈 的 、 似 真 的 领 
悄 ， 

让 酝酿 阶段 到 解 题 策略 的 形成 , 往往 是 跳 妈 性 的 , 没有 了 明显 的 
完整 的 推理 过 程 , 主体 不 能 明确 地 意识 到 它 的 行程 。 如 丽 . 德尔 金 
在 其 有 尖 实 验 中 就 观察 到 , 解决 问题 过 程 中 , 息 维 有 一 种 嘱 向 结论 
的 倾 辕 , 对 问题 妈 尘 解 兴 很 为 确信 , 即使 主体 当时 并 未 确 知 底细 . 

3， 验 证 , 即 执 行 阶段 , 根据 所 选 搓 的 和 解 题 策略 , 一 而 探索 , 一 
面前 进 ， 或 将 原来 问题 化 归 为 新 的 问题 ,或 者 提出 辅助 性 问题 , 用 
钱 拇 的 方法 验证 沫 略 的 可 行 性 在 这 一 阶段 ,要求 主体 的 思维 具 
有 明晰 性 和 严密 性 , 在 运算 过程 中 要 求 合 理性 各 宠 整 性 ， 如 果 验 
证 的 结果 表明 所 选择 的 策略 是 不 可 行 的 ， 则 应 检查 是 否 在 运算 过 
程 中 发 年 了 希 误 , 或 是 未 能 充分 利用 已 知 条 件 , 如 果 有 补救 的 办 法 
不 芒 试 之 ,否则 了 矶 应 重 靳 根据 指 阿 承 则 另 选 策 略 . 

通过 上 面 对 数 学 习题 解 题 策略 选择 过 程 的 分 析 , 我 们 看 到 , 策 
略 的 产生 昌 有 分 析 思 维 的 参加 , 但 本 质 上 是 喜 觉 的 , 所 以 策略 前 产 
生 过 程 具有 以 下 特 太 ，( 了 ) 非 逻辑 性 .主体 根据 问题 情 梨 , 不 自觉 
地 检索 出 某 些 经 验 , 并 不 按照 明确 的 惧 辑 规则 , 作出 策略 判断 ， 这 
种 判断 带 有 一 定 程 度 的 猜测 性 和 预见 性 ; 《3) 快速 性 , 对 于 一 个 问 
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题 捕 卉 ,主体 一 般 只 进行 局 部 的 短暂 的 因 考 ， 就 自动 地 .迅速 地 作 
出 策略 判断 , 上 共有 当主 体 多 次 运用 不 同 策略 都 未 得 到 成 功 时 , 才 需 
杰作 长 期 的 定向 思考 ， 通 过 灵感 的 突 发 而 产生 新 的 策略 ; (8) 个 体 
人 性， 由 主体 的 经 验 不 同 , 加 工 信 息 的 方式 各 异 , 因此 同一 个 数学 习 
是 对 不 同 的 人 来 说 , 就 可 能 采取 不 同 的 解 题 策略 , 又 由 于 策略 产生 
过 程 的 自动 化 和 快速 性 ， 记 以 主体 往往 说 不 清 思 维 的 行程 和 形成 
策略 判断 的 原因 , 带 有 极 大 的 个 体 性 ， 雇 谓 “ 仁 者 见 仁 ,智者 见 智 ” 
(外 或 然 性 ， 主 体 作出 策略 判断 时 , 一 般 说 理智 清楚 , 意识 明确 , 具 
有 一 种 坚信 感 , 但 是 由 于 策略 产生 过 程 中 的 非 逻 辑 人 性 , 所 以 得 到 的 
策略 在 客观 上 可 能 正确 ， 也 可 能 不 正 、 
确 , 具有 或 然 性 , 需要 在 执行 过 程 中 通 < 一 
过 退 辑 加 以 检验 . 

下 面 以 托 勒 密 (Piolemy) 定 理 的 房 


证 明 为 例 说 时 解 题 策略 的 产生 过 ‘人 人 
程 . 


{ 剑 1】 已 知 四 边 形 4BOD 内 轧 2 
接 于 贺 0, 求 证 A0.BD= 4B.OD+ 4D,B80、({ 图 5 

忒 本 

由 已 知 条 件 可 得 出 什么 ? 

起 BOD 是 加 内 接 四 这 形 ; 

UAB /BOD 互补 ; 

有 好 儿 对 相等 的 角 , 加 OAB= A 人 0DB, A 人 0PB= /APD, 
等 等 ; 

有 一 些 三 骨 形 相似 , 如 入 4PDcADBPO 等 ， 

静 过 这 些 能 找到 导 癌 结论 的 方法 加 ? 

很 困难 | 


下 从 要 证 明 的 结论 来 君 , 有 些 什么 特点 ? 

左边 是 两 个 线段 的 弱 积 ; 

右边 是 两 项 的 和 , 每 一 项 者 是 两 个 线 盘 的 滋 积 ; 

左边 水 及 的 线段 是 四 边 形 的 两 条 对 角 线 ， 右 边 涉 及 的 线 
段 是 四 边 形 的 四 条 边 ; 


通 守 这 些 能 进一步 考虑 用 导 避 方法 可 导向 结论 ? 


变形 , 将 左边 拆 成 两 项 ; 4 
变形 . 移 项 得 40.BD- 4B.0D= 4D.BO， 能 够 将 左边 
化 简 ， 从 而 导 问 有 边 吗 ? 地 


化 异 为 同 , 40,， BD 可 以 用 四 边 形 的 边 来 表示 吗 ? 
利用 中 介 化 异 为 同 .40, BD, AB, BO, OD, DA 可 以 
用 什么 共同 的 中 介 量 来 表示 呢 ? @ 
联想 ， 设 /4PB-~w 则 40.BD 再 滋 以 二 sinu 就 等 
于 四 边 形 4BOZ 的 可 积 , 那么 右边 弱 以 二 na 能 否 得 到 四 
边 形 4BGD 的 面积 呢 ? 加 


由 念头 中 , 进一步 设 BD=w 二 gy, 我 们 需要 证 明 4O(Cz 十 拉 = 
4B.ODT+AD.BO. 不 妨 先 满足 40,w=A4B.OD， 如 图 2， 只 
需 有 入 AC0Deo 八 4BE， 已 经 用 AOD= 4BD, 还 需 有 DAO 
一 了 BAB, 于 是 可 以 确定 如 点 的 位 置 。 从 而 得 

策略 一 : 将 左边 拆 成 两 项 . 

执行 : 过 才 引 A 加 交 BD 于 百 , 使 人 BAE= ,AOAD, 由 于 
八 AODco 八 4BB, 信 可 证 明和 俯 4BOco 入 ABD, 于 是 有 4A0., BEB- 
AB-:OD 及 4O0- BDAD: BO， 所 以 策略 一 可 行 ; 

念头 包 , 进一步 想 , 欲 将 左边 化 简 , 应 时 使 两 项 具有 公共 的 
有 8 





图 5-2 图 年间 


因子 , 如 440,8DOD.w, 因为 40 和 和 0D 是 和信 AOD 的 两 边 , 若 
将 丝 式 迹 形 为 A4G:0D=w18D, 则 2 应 该 是 “以 BD 为 一 边 且 与 
人 人 40DD 相似 的 三 角形 的 一 边 C4C 的 对 应 边 )”， 从 而 考 菩 过 
DD 点 作 直 线 DG 交 B4 的 延长 线 于 好 (图 三 3 ， 使 一 DG 一 
ADO ' 因 为 A0D= 一 44BD， 所 以 人 4ODoc 六 GDBD， 从 而 
得 

策略 二 : 左边 合并 化 简 . 

执行 ， 过 力作 直线 DG 交 BA4 的 延长 线 于 ,使 人 8DG = 
4PD 由 于 AAODcoAGBD, 记 以 A0:0D=GB:8D， 基 
AO. BD-GB'OD， 只 而 有 

AO. BD- AB.OD=GB.0D- AB.OD 
一 【作用 一 ABY .CD= A.0D, 

这 样 , 只 机 证 有 明 4:0D= 4D.BO， 考 虚 到 人 AD 人 ABOD,， 
这 基 可 以 实现 的 ， 所 以 策略 二 可 行 . 

由 念头 图 , 联想 到 较 内 接 阿 边 形 的 基本 量 个 数 是 生 因 此 用 四 
边 形 的 四 条 边 表示 对 角 线 是 完全 可 能 的 , 这 增强 了 我 们 的 坚信 
域 ， 得 

策略 三 : 分 别 用 四 边 形 的 四 条 过 表 示 对 角 线 4C 及 8D, 然后 
证 朋 所 万 的 结论 . 

执行 ; 注意 到 圆 内 接 四 边 形 的 内 对 角 互 补 , 因此 利用 余弦 定理 

+» 0 = 


可 以 傣 到 这 一 点 ,为 方便 起 见 , 设 AB=a, BO=b, OD=0, 站 4 
d, AC=m, Bh=n, /4BO=#, (图 
5- 全 有 则 AADO=180" 一 8， 站 入 ABO 
中 有 


Da 


SZ 






二 

cos 人 
在 入 40 了 中 有 

oos (180°— 0) = + me 


- 300 
图 了 上 面 两 式 相 加 , 得 
二 六 一 的 上 人 十 人 一 他 
eh 268 


as toVodt (oe tad)ad _ (ot bd) (nat bo) 
ht oo uo tod 


= 





类 似 地 有 


0 (eb ed (ac dt- ba) 
at be 


于 是 得 wi 一 (ec 了 5) , 节 im 一 0 十 到, 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 
结论 , 所 以 策略 壮 也 可 行 ， 

由 念头 也 , 40, BD, 4B, BO0, CGD, D4 分别 是 贺 内 接 四 边 
形 的 对 月 线 和 边 ， 或 者 都 可 看 下 是 圆 内 接 三 角形 药 边 ， 这 些 三 角 
形 的 边 , 通过 正 丫 定理 , 是 易于 用 外 接 贺 的 直径 利 它们 的 对 角 来 宕 
示 的 , 从 而 得 

闽 略 四 ， 用 贺 的 直抵 及 略 内 接 可 边 形 的 边 与 对 角 组 所 构成 的 
和 之 中 的 三 个 , 来 事 示 四 边 形 前 各 边 与 对 角 线 , 然后 证 明 记 要 前 铺 
论 . (注意 : 由 于 国内 鞭 四 边 形 药 基 本 莉 的 个 数 是 生 所 以 除了 圆 的 
直径 之 外 , 这 样 的 角 只 能 选取 三 个 作为 基本 量 .】 

执行 : 如 图 5, 设 <D4G=a BAO0=8, /ABO=0, 又 
如 的 举 径 为 RE， 则 
= 工 DUO 。 


于 是 


AO :2 Rgind, nh > 

BD=2FR sin(e:l 8). /XX 

4B=2R8in(180° — 8— 人 A) EN 
一 2Rpin{8 二 + 站 )，; A A 


BUCO=~2 Rain gg; 

UD=2 Ra8in wa; 图 5-5 

AD-23RainDpOA=2 RuinDBA=2 Rain(td~o), 
AO* BD=1R’sin yin(et 8); 


AB'ODTBO. AD=—4Riwin(B+ ginet Rein Bain(f— a) 


~—4R [sain Boos?+oo8 Bainf eine 
+ain 8 (ing ooo cost ginw)}] 
—=4Rpin gfeos Bsinct sin Soo0s el 


=4R°singsin'at+B), 


上 述 结果 表明 猪 想 完全 正确 , 所 以 策 路 四 可 行 . 
由 念头 @, 将 原 古 的 结论 等 从 地 转化 为 《480D+4D- 


B0)sina= 四 边 形 48 OD 的 面积 , 从 面 得 


策略 五 , 证 明 二 AB.ODsinet 4D. BO sin a 等 于 四 边 形 


4BOD 的 面积 . 


执行 想象 三 4B.ODsinu 与 二 
420 BUsine 分 别 表示 三 角形 的 面积. 
不 妨 先 考虑 二 4 了 .BO ainw 有 必要 和 
动 4D 的 位 置 ,使 它 与 BO 成 为 同一 三 角 





形 前 两 边 ,并且 它们 的 兴 角 为 m 为 此 ,过 


4 作 44 忆 8 了 3D 和 且 交 癌 O 〇 于 眉 , 连 BK， 


则 BK = 4D( 图 G6), 又 连 OEK, DE, 则 


* 01» 


LOBE =180°— /OAK -180°—o, 
所以 和 AOBFE 的 面积 一 二 BK.BO sin OB AD. BO sln a. 
又 因 4AFK JBD, 故 DEA4AB, ODK = AOAK =w, 也 可 以 得 到 
AODK 的 面积 = 二 4B.ODsina. 


璋 下 的 问题 上 只 要 证 明 ， A 入 CBEK 的 面积 与 和 GDK 的 面积 之 
利 ， 即 四 边 形 KBOD 的 面积 二 四边形 480D 的 曾 积 ， 对 这 一 
点 ,通过 入 BR 的 硬 积 = 入 4DB 的 面积 就 可 实现 . 故 委 略 五 可 
行 . 

以 下 第 二 节 至 第 九 节 , 我们 将 讨论 常用 的 解 题 策 踪 . 


第 二 节 枚 举 法 
当主 体 接触 的 问题 存在 着 大 量 的 可 能 的 答案 (或 中 间 过 程 )， 
而 暂时 又 无 法 用 册 辑 方法 排除 这 些 可 能 的 答案 中 的 大 部 分 时 ， 就 
不 得 不 采用 逐一 检验 这 些 管 案 的 梨 略 ， 也 训 是 用 枚 举 法 来 解 周 ， 
采用 枝 举 法 时 , 重要 的 是 应 做 到 既 不 葛 尘 又 不 重复 . 
校 举 法 这 种 解 题 策 略 , 起 源 于 原始 的 计 做 方法 , 即 数 数 . 这 种 
解 题 策略 看 起 来 虽然 显得 “和 莹 拙 ”, 但 确实 是 一 种 基本 的 解 鹏 策略 ， 
大 多 数 数学 习题 显然 从 整体 上 未 必 是 采用 枚 举 法 ， 恒 是 在 局 部 的 
过 程 中 高 不 了 它 。 完全 归纳 法 、 分 域 讨 论 法 等 都 是 这 种 策略 思想 
的 体现 . 如 果枝 举 的 过 程 是 和 分 阶 段 的 , 常常 利用 树 图 . 
【 例 2] 译 解 下 列 算 式 ， 其 中 不 滞 的 字母 代表 不 同 的 数学 . 
AHAHA'. 
十 THEHEH 
TT HHAW 、 
在 这 个 问题 中 ,共有 五 个 不 同 字 母 , 每 个 字母 可 以 取 0. 1, 2 
.102 。 


8, 4, 5, 6, 7，8, 9 这 干 个 数字 ， 从 算式 中 各 数 之 则 关系 ,我 们 只 


能 得 到 ; 
太一 4 十 Te2， OD 
H+T9, 地 
2 互 的 个 位 数字 为 4 或 (4 一 1)， @ 


从 以 上 信息 不 足以 确定 有 关 的 五 个 字母 所 代表 的 数 ， 因 此 采用 枚 
举 法 . 如 首先 考虑 4 的 一 切 可 能 取 的 值 :1 2, 3, …, 全 对 于 人 的 
每 一 个 值 ， 再 依次 考虑 了 , 五 , … 等 字母 的 一 切 可 能 取 的 慎 ， 等 
血 ， 得 到 的 答案 基 唯 一 的 , 即 生 r474 十 53237939 一 27 全 ， 

【 例 8] 根据 某 地 的 气象 历史 资料 分 析 , 若 其 日 是 中 天, 则 次 


日 是 哺 、 阴 、 雨 的 概率 分 是 写 ， 广 ， 百 ;车 某 日 是 阴 天 , 则 次 
是 晴 、 阴 .而 的 概率 分 别 是 士 ， 于 ， 子 ;车 基 日 是 两 天 ， 则 次 日 是 
晴 . 阴 、 而 的 概率 分 别 是 避 ， 玉 ， 圭 ， 现 知 某 日 是 晴天 , 问 第 四 天 


6 
仍 是 蚁 天 的 概率 是 多 少 ? 
采用 极 举 法 , 画 出 树 图 ， 


解 ， 
第 一 天 站 
[3/5 /8 1 


第 二 天 晴 有 雨 


3/5 175 |1/8 1 4 4 11/2 [1/6 |173 

第 = 天 睛 阴 雨晴 了 天 负 页 嘱 页 
3/8 1 1 | 1 1 3/5 1 Ww 

第 四 天 上 晴 蜡 

记 求 概率 为 


3.38.8,.3.1.1 ,8.1.1,.1.1.8 
BbB 5 5 5 8B 0 BB B23 6 2 5 
1 iti,1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 
BA B12 "Hass's'a 
27 怠 忆 可 1 1 号 ] i 
1 邱 | 01" 杂 01 可 + 夯 - 克 1 而 
i139 
260 


【 例 各 ”已 知 无 理 数 夺 ， 试 找 出 两 个 有 理 数 4, 8， 使 得 4< 
了 5, 且 对 (a, ) 中 的 任意 有 理 数 0, 当 6 写成 最 简 分 数 时 它 的 分 
母 不 小 于 10. 

本 题 的 题 意 可 以 转译 成 : 在 村 的 近 旁 两 个 有 理 数 4, 5, 满足 
6< 可 < 和 且 在 (% 四 中 没有 分 母 小 于 10 的 最 简 分 数 ， 由 于 在 一 
定 范围 内 这 种 分 数 的 个 数 是 有 限 的 , 因此 可 以 列 出 某 一 区 闻 ( 包 含 
于 ) 内 所 有 分 母 小 于 10 的 最 篇 分 数 , 采取 枚 举 法 的 策略 ,以 确定 
其 中 何者 最 靠近 子 ， 从 而 找到 所 需要 的 有 再 数 4, 5. 

解 , 因为 于 一 0.7853…, 所 以 守 E (0, 1 在 区 间 (0, 人 内， 


所 有 分 母 小 于 10 的 最 衔 分 数 是 
了 7 < 1 3 1 3 3 4 
1 号 9: d4: 才 ， BB!’ 5 BB! 3" 
1 5 1 2 3 4 5 6 
G6’ 6' FH’ TF’ FF: 7 4 FT! 8 
3 5 7 1 2 4 5 7 8 
5 8’ 8 9 9 9 9 9 9° 
逐个 与 本 比较 , 确定 与 子 最 靠近 的 是 
7 4 
可 一 0.7777… 与 可 =0.8. 
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在 区 各 (地 ， 筷 ) 内 任 取 一 有 再 数 ， 如 0.78， 记 为 % 在 区 间 
(至 , 导 ) 内 任 取 -有 再 数 , 如 0.79, 记 为 3 则 w, 3 即 为 所 求 . 


从 上 夯 几 个 例子 ,我 们 看 到 , 被 举 法 就 是 首先 找 出 感 兴 趣 的 集 
合 , 然后 把 集合 里 的 元 素 逐 个 检验 。 当 集合 里 的 元 素 过 多 , 而 捡 验 
时 又 无 规律 可 循 , 就 应 考虑 采取 其 他 解 题 策 略 . 


第 三 节 模式 识别 


现代 试 知心 理学 的 研究 成 时 已 经 清楚 地表 时 ， 某 个 专家 他 能 
很 快 地 通过 直觉 找 出 在 菜 一 情景 下 解决 问题 的 策略 ， 是 因为 他 具 
备 邮 速 地 把 记忆 中 原 有 的 知识 .经验 检索 出 来 的 能 力 ， 西 蒙 认为， 
这 种 情形 “就 好 像 在 百科 人 金 书 中 ,如 果 我 们 把 索引 找 对 的 话 , 我 们 
就 能 从 索引 找 对 那个 内 容 。 因 此 专家 把 这 一 类 的 知识 都 存 贮 在 百 
科 企 书 中 , 由 长 时 记忆 中 . 如 果 他 很 快 认 出 来 这 个 问题 是 属于 哪 一 
类 的 , 那么 他 很 快 地 就 得 出 答案 了 ,中 拉 人 金 (J, Larkin) 等 人 也 认 
为 专家 解决 问题 是 要 依靠 丰富 的 知识 ， 但 这 些 知 识 必 须 有 大 量 的 
模式 作为 索引 . 

主体 接 扔 到 数学 习题 之 后 ， 首 先 辩 别 题目 的 类 型 ， 以 便 与 已 
有 经 验 知识 发 生 联 系 , 这 种 解 题 策略 便 是 模式 识别 . 这 里 我 们 所 说 
的 模式 , 不 是 指 一 种 完全 固定 化 了 前程 序 ， 而 是 泛 指 某 种 类 型 , 基 
种 知识 范围 。 主体 能够 正确 识别 模 
式 , 梳 可 很 快 地 缩小 搜索 的 范围 , 向 
作出 解答 迈 则 了 决定 性 的 一 步 

模式 识别 在 学 生 解答 数学 习题 
时 是 怎样 表现 的 ? 朱 新 明 曾经 以 若 
干 平面 几何 习题 为 信 进 行 研究 57 
[1] 理 , 4, 西 家 < 信息 的 存 迪 系 统一 记 世 3 < 心理 科学 通讯 91981 年 第 3 期. 
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(1982) , 其 中 的 一 个 题 旧 是 

【人 销 5] 两 圆 相 交 于 4 和 吾 ,从 一 个 圆 上 任意 一 成 卫 , 攻 直线 
工 4 和 卫 吾 交 另 一 圆 于 口 和 也 图 太 人 求证 CD 平行 于 过 天 所 
的 切线 三 百 . 

下 硬是 锥 斌 学生 录 和 了 总 解 题 时 的 口 请 记录 


MM 的 口语 记录 





让 
一 开始 就 认 出 了 能 





内 容 

















Da"” | 《 审 帅 ? 
13" 弦 切 EPO 等 于 PBA4. 四 关 有 和 同 弧 上 的 一 对 
3i" 久 因 为 ZA0D 和 .DB4 对 的 是 等 | 加 半角 在 地 和 砂 钟 


强 ; 所 以 这 两 个 衣 相 等 ， 后 就 径直 和 解 史 问题 . 
所 以 BP 等 于 /POD. 


所 以 GD 于 行 PE 












B 的 癌 语 记录 
肝 闻 | 时 容 
0 一 18"” | (审题) 
18” | 4 对 图 周 关 ,取得 阿 个 三 角形 . 
4 | 三 角形 PB4 和 三 角形 喇 PC, 证 这 个 二 
角形 可 癌 通 过 什 人 ?这 前 这 和 人 二 不 能 从 问题 傅 
41 | .48 是 这 两 个 圆 的 间接 . 境 中 斌 出 同 骤 上 的 辐 
1'29"” | 4B 对 的 圆周 角 BP4… 周 角 ， 却 企图 拨 条 他 
4112' | 在 和 炉 , 不 出 声 )》 来 证 朋 两 个 三 角形 全 
421” | 主要 是 角 QPB 要 和 骨 侣 相等 ， 等， 
4'25" | 证 未 出 来 , 
生 28” 连结 KBD, 证 三 角形 和 它 衫 等 ， ‘ld) ph 没有 从 问 题 情 


不 对 ! 境 中 认 出 张 切 角 ， 基 
ss 此 四 次 作 无 效 兴 试 


上 述 被 试 型 在 证 完 古 月 后 ， 曾 勾 说 ,要 证 6 忆 乎 行 工 世 ， 就 
站 了 0 昌 


蔓 证 角 加 PO 等 于 角 POD, 这 两 个 角 ， 我 当时 情 计 不 会 直接 相 等 
ee ”> 这 里 型 提 到 的 “估计 ” 正 是 一 种 直觉, 这 种 直觉 使 六 意识 
到 这 两 个 和 角 “ 不 会 直接 相等 ” 因此 需要 进行 模式 识别 ， 这 个 例子 
说 明了 “每 当 被 试 从 问题 的 依 境 中 认 出 某 种 熟悉 的 而 又 符合 解 题 
目标 的 东西 , 就 唤起 了 与 问题 有 关 的 知识 ,也 就 是 说 , 被 试 事先 从 
问题 情境 中 认 出 某 种 熟悉 的 来 西 , 才 唤 起 与 解 题 有 关 芍 知识 . “这 
样 看 来 , 所谓 染 悉 的 东 列 '! 就 是 一 些 几何 图 形 模式 , 而 所 唤起 的 知 
识 就 是 宕 达 几 何 图 形 性 质 的 志 何 定理 , 沙 何 公理 等 ,和 解 沪 何 题 就 得 
由 认 出 某 种 几何 图 形 模 式 , 唤起 相应 的 玫 何 定理 , 公理 等 知识 , 

在 解 代 数 方程 应 用 题 中 ,模式 识别 又 是 怎样 的 呢 ? 19 急 年 施 
转 如 在 实验 中 提出 了 下 面 问题 ， 

[ 例 6] 甲乙 两 人 织 毛 线 , 甲 上 小 时 织 的 数量 与 乙 8 小 时 织 
的 数量 相等 , 现 乙 织 了 2 小 时 后 甲 才 开始 织 , 问 再 过 玫 小 时 甲 与 己 
织 的 数量 相等 ? 

他 发 现 较 了 弱 的 学 生 对 于 这 一 问题 的 类 型 判断 ,往往 在 “ 诞 及 问 
题 ” 和 “工程 问题 > 之 间 狐 欧 不 决 , 而 强手 则 在 念 过 题 上 月 之 后 马上 就 
说 这 是 “4 追 及 问题 ”很 快 正 确 地 列 出 方程 ,他 的 解 题 过 程 多 半 只 是 
模式 识别 和 解 题 策略 的 执行 , 搜寻 活动 很 少 ， 因 而 认为 “ 竹 解 代数 
方程 应 用 题 中 ， 模 式 辨 认 主 要 表现 为 识别 应 用 题 的 类 型 ， 被 试 者 
能 否 识别 类 型 在 很 大 程度 上 决定 荐 他 能 否 迅速 、 准 确 地 解答 课 
题 .” 

模式 识 中 是 解数 学 习题 时 广泛 采用 的 策略 ， 不 同 的 数学 习题 
与 不 同 的 模式 机 联系 ， 同 一 个 数学 习题 也 可 能 与 不 同 的 模式 相 联 
系 ， 模 式 可 以 理解 为 知识 结构 ,是 内 化 到 头脑 中 的 符号 (表象 、 语 
育 等 ) 形 式 ， 也 就 是 皮 亚 杰 所 说 的 狭义 的 认识 图 式 (seheme).“ 题 

11] 朱 新 轩 # 解 决 几何 问题 的 思维 过 各 3, 4 心理 学 报 31983 年 第 工期 ， 

[2] 施 斩 邓 * 解 代数 应 用 厦 的 认 知 校 式 3, 《心理 学 报 31985 年 第 3 期， 
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组 归 类 ”“ 突 出 基本 图 形 ” 禾 是 救 学 中 强化 模式 识别 策 除 训练 的 做 
法 . 


第 四 节 问题 转化 


解答 数学 习题 , 作为 创造 性 的 思维 活动 过 程 , 其 重要 的 特点 是 
思维 的 变通 性 和 流畅 性 , 当主 体 接触 的 问题 难以 入 手 , 那么 已 维 不 
应 停留 在 原 问题 上 , 而 应 将 原 问 题 转化 成 为 男 一 个 比较 熟 怨 、 上 比较 
容易 解决 的 问题 , 通过 对 新 问题 的 解决 , 达到 解决 原 问 题 的 目的 . 
苏联 数学 家 雅 诺 夫 斯 卡 姨 (C. 4. aopcgaz 在 回答 " 解 题 意味 着 什 
么 7?” 时 说 ;“ 解 题 一 一 就 是 意味 着 把 所 费解 的 问题 转化 为 已 经 解 这 
的 问题 . “这 一 男 答 应 该 说 是 十 分 价 练 和 正确 的 ， 

问题 转化 也 叫做 化 妇 ， 化 归 是 数学 家 符 别 做 于 使 用 的 艾 题 策 
赂 ,是 数学 教学 中 必须 予以 关注 的 ， 作 为 解答 数学 习题 的 策略 , 应 
用 化 归 的 必要 条 件 是 : 和 原 问题 相 比 , 化 归 后 所 得 的 新 间 题 必 须 是 
较为 简单 的 , 或 者 是 已 经 解决 了 的 , 冰 则 , 化 时 就 失去 了 意义 ， 人 和 
卡 儿 说 过 :“ 我 所 解决 的 每 一 个 癌 题 都 将 成 为 一 个 范例 ， 以 用 于 解 
其 他 问题 . "一 个 正确 的 化 归 策 














本 2 2 略 的 产生 ， 往 往 要 经 过 多 次 的 
9 | 。 试验 和 失败 ， 也 就 是 在 党 试 铺 
六 Sk 和 误 中 进行 学 习 ， 但 是 现代 认 知 
缀 心理 学 家 倾 阁 于 认为 仅仅 在 党 
pd py A 试 错误 中 学 习 是 不 够 的 ， 正 确 
A 解 是 策略 的 产生 还 和 需 光 靠 顿 
恒 ， 一 个 著名 的 例子 是 “ 缺 角 

5 棋盘 的 覆盖 问题 ” 


棋盘 有 8x8= 6 个 加, 假定 有 32 个 长 方形 棋 于 ,每 个 棋子 
.108 。 


的 大 小 相交 于 两 个 格 的 画 积 , 显然 ,32 个 棋子 可 以 盖 满 作 个 榨 ， 
如 令 去 对 角 上 的 两 个 黑 格 (图 6-8), 试问 能 否 用 对 个 长 方形 棋子 
把 所 万 剩 下 的 62 个 格 闭 满 ? 

解决 这 个 问题 的 策略 , 似乎 只 要 用 覆 举 法 ,考虑 到 一 切 可 能 的 
情形 , 反复 党 试 , 总 可 以 得 到 管 案 .但 实际 上 这 几乎 是 不 可 能 的 , 需 
要 车 赂 悟 , 改变 解 题 策 瞳 , 把 问题 转化 一 下 , 考虑 到 每 个 长 方形 棋 
子 只 能 次 住 一 黑 一 白 两 个 方 克 ， 竹 这 个 缺 钊 横 盘 中 究竟 有 几 个 黑 
格 , 几 个 白 格 , 四 此 原 问 题 可 化 归 为 评 角 械 盘 中 的 黑 格 的 个 数 与 骨 
格 的 个 数 是 否 相 等 的 问题 ,这样 很 快 就 找到 解 管 , 即 原 题 的 管 案 是 
否 和 证 的 . 

用 问题 转化 策略 解数 学 习题 的 过 程 刀 下 ， 





二 化 新 闻 题 


A [ 


下 面 通过 例子 说 明 在 不 同 的 问题 情境 中 间 题 转化 策略 的 运 





用 ， 
[ 例 7 已 知 三 个 平面 两 两 相交 , 求证 它们 或 站 交 子 一 点 或 
通过 一 直线 . 

此 题 如 将 秆 论著 化 改 述 为 ,“ 若 它们 不 相交 于 一 虚 则 通过 一 
直线 ; 或 者 破 述 为 , “者 它 们 不 通过 一 直线 则 相交 于 一 点 ”的 思路 
就 清晰 了 . 

[ 例 8] 妆 人 为 什么 值 时 ， 由 不 禾 式 1<zs3 可 以 得 到 各 一 
2 十 本 < 

此 题 应 转化 问题 的 表述 。 由 已 知 条 性 知 二 次 三 项 式 了 (2) = 
Jz 一 24v 吓 4 在 区 闻 民 , 21 圭 是 负 的 ， 而 这 又 等 从 于 区 交 (l, 人 2 位 

* i309， 


于 了 f(z) 的 两 根 之 辣 ( 因 为 二 次 项 的 系数 为 正 }。 这 个 条 件 久 等 价 
于 区 癌 的 两 个 端点 位 于 二 次 三 项 式 两 根 之 间 .。 最 后 这 个 条件 又 
等 价 子 了 (D0 且 了 了 (2) <0, 即 
1 —a0; 
(ae 
由 此 得 到 a>$. 


上 述 两 例 中 果 题 的 表述 都 有 曲折 难 懂 之 感 ， 因 此 采取 转化 问 
题 的 表述 的 策略 ， 将 问题 作 等 价 形式 的 改 述 ， 而 使 解 题 思路 明 训 
化 

[ 例 9]】 解 方程 

(22 — a— 人 + (2 03)im16. 

此 题 应 考虑 (22* 一 2 一 6) 与 (2w* 一 x 一 8) 的 平均 值 (22? 一 2 一 7)， 
并 令 其 等 于 志 可 得 新 方程 必 十 1 十 《一 了 :二 16， 整 理 之 ,为 一 美 
于 的 准 二 次 方程 , 可 以 解 出 , 易 得 原 方程 之 根 . 

【 例 10】 已 知 姑 十 名 一 于 2, 生子 均 为 正 数 。 求 证 :1< 生 十 
I 3 ， 

| 身 
由 已 知 条 件 可 得 (多) 十 ( 卫 ) 一 1, 联想 到 elnsw+oos'w 一 1, 


作 代 换 ， gine, 全 一 008 0 于 是 也 要 证 明 的 结论 便 转 化 为 


1<sinaoosa< ~/ 5， 引入 署 助 角 ， 轩 转化 为 证 明 ， 信 和 < 


3 

ain(at 守 )<1, 便 一 目 了 然 。 

以 上 丙 例 是 道 过 变星 的 替换 以 司 问 题 转化 , 产生 化 繁 为 简 , 转 
樟 为 明 的 效 采 ， 

[ 岗 11】 已 知 4+5=2， 4, 了 均 为 正 数 ， 求 上 = 十 4 十 
v5 十 ] 的 最 小 值 . 

此 是 应 作 数 形 转化 , 通过 几何 图 形 来 表示 原 题 中 的 数量 关系 ， 
,1t0 ， 


使 代数 问题 转化 为 几何 问题 。 如 图 着 及 为 线段 AB 上 一 动 成， 
4 有 一 w MB=b, dB-3 XOAL AB, £ 

DB | AB, OoOd-3 DB 二 1 则 ieOU 

村 D， 显 见 其 最 小 值 沟 0D= v1i3. 


【 例 13] 已 知 p 
各 杂 
tg (B= 二 toe oe, 
求证 ; ainr2uw 一 局] = baing. D 
此 题 条 件 和 结论 中 都 涉及 三 个 参量 a 图 59 


6B, 上 ,由 于 已 知 条 忻 容 易 变形 为 = lm, B); 要 证 明 的 结论 也 可 变 
形 为 =g(u, 8B8), 于 是 原 题 就 转化 为 证 明了 %, 局 gla, 局 ， 事 
实 上 , 由 已 知 得 


b= ta 到 (B80) 
igoTtg(B ao) ’ 

分 子 、 分 母 分 别 和 差 化 积 , 并 加 整理 , 得 

p~ Sin(20— pb) 

gin 8 
由 此 便 得 结论 ， 
【 例 13】 已 知 总线 二 时 和 一 1 来 证 ， 刀 0 饮 

包 且 成 等 比 数列 ， 


“此 题 从 结论 来 看 ， 要 证 明 的 关系 是 毛 "Y= 超 ar 霹 BB。， 这 里 
褒 w 茹 7, 启 有 三 者 之 中 任何 一 个 都 易手 表示 为 其 他 酚 个 的 最 
式 ; 但 从 条 件 来 看 , 只 有 将 sin2y 表示 为 关于 饮 w 饱 甩 的 显 云 是 
方 使 的 , 本 是 有 

np i tp (oe—B8)1_. CoS or Rin B 
Rin” Y=— gin al1 | Hin oe pr Cou oo (a— By 6) 


Sinoging tga 志 请 
C08 (re— 8B) 六 工夫 站 





* 111， 


考虑 到 记 27= -sin 7 _， 和 将 上 面 的 结果 "代入 此 式 即 得 多 2y= 


TBimney ’ 





tatg 8B. 

以 两 例 都 属于 三 角 条 件 等 式 的 证 明 ， 其 特点 是 所 要 证 期 的 
等 式 是 已 知 条 件 的 转化 ， 我 们 所 采取 的 解 题 策略 是 抓 住 主 参 数 转 
化 问题 ， 也 就 是 将 这 个 参数 (或 其 三 龟 阔 数 ) 表 示 为 关于 其 他 参数 
的 显 式 , 从 而 建立 条 件 和 结论 之 关 芍 关系 ， 

问题 转化 策略 在 数学 习题 解法 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 其 表现 形 
式 是 多 种 多 样 的 ， 例 如 隆 次 法 、 消 元 法 、 证 明 不 等 式 中 的 比较 法 、 
将 立体 几何 问题 平面 化 、 召 于 关系 .映射 . 反 消 ) 原 则 等 都 是 问题 
转化 策略 的 具体 运用 ， 


第 五 节 中 途 点 法 


一 个 数学 习题 ， 如 果 从 已 知 条 件 出 发 , 难以 直接 得 出 结论 , 可 





了 12。 


在 已 知 条 忻 和 结论 之 间 设 立 几 个 中 途 点 ， 把 原 问 题 分 解 为 者 干 个 
小 问题 ,通过 这 些小 问题 的 解决 , 使 原 问题 得 到 解决 ， 笛 卡 儿 曾经 
说 过 ， 他 决心 遵守 的 因 维 规则 之 一 是 “把 我 所 考察 的 每 一 个 难题 ， 
都 尽 可 能 地 分 成 细小 的 部 分 ， 直 到 可 坟 而 且 适 于 加 以 圆满 解决 的 
程度 为 止 *， 这 种 分 而 治之 的 解 题 策 路 嘎 做 中 途 点 法 . 

以 旅行 问题 为 例 , 某 人 变 从 徐州 苇 火 车 去 北京 , 他 在 地 图 上 看 
了 路 线 ( 图 6510), 选择 济南 .德州 和 天 津 作为 申 途 态 ， 为 什么 一 下 
子 他 就 移出 合理 的 中 途 点 呢 ? 因为 通过 地 图 他 直觉 地 判断 这 是 一 
条 最 短 的 了 路线， 当然 也 可 以 选择 济南 .德州 和 石家庄 为 中 途 思 ,不 
过 这 样 其 路 程 灾 长 些 , 当然 还 有 一 些 路 程 将 是 更 长 的 路 线 , 至 于 选 
郑州 .西安 为 中 途 虑 , 则 是 错误 的 选 法 了 .我 们 把 从 徐州 出 发 的 一 
切 可 能 情形 都 考虑 到 ， 可 给 出 行动 格 图 (图 B-11)， 


所 徐州 
一 各 
二 _ 郑州 
昨 埠 2 连 云 中 
-和 征用 /从 石家庄 广汉 
青鸟 证 安 下 
矿 罕 证 8 中 德州 
天 津 贱 的 次 全 北京 
二 
一 oO tO 得 my 天 举 
烛 次 郑州 北京 唐山 “北京 济 霄 
当 由 北京 
5-11 


在 这 个 行动 树 图 中 ,可 奢 到 一 共有 16 条 有 路线， 其 中 千 条 有 路 线 

可 到 达 北 京 ， 其 余 1 条 路 错 或 者 是 不 能 到 达 , 或 者 是 产生 其 显 的 
迁 回 .这 里 我 们 可 看 到 正确 地 选择 中 途 点 的 意义 ， 即 可 以 减少 解 
题 的 党 试 范围 , 缩小 搜索 空间 .当然 在 不 少数 学 习题 中 , 中 途 点 的 
正确 选 定 也 于 公 过 一 定 的 探索 过 程 , 尽 篆 这 样 , 中 途 点 法 作为 一 种 
* 113 ， 


解 题 策略 ， 它 的 意 久 仍然 是 巨大 的 ， 

【全 14] 如 图 于 13 工 4 是 圆心 的 切线 , 六 为 切 点 , 过 了 P44 
的 中 点 于 引 阅 0 的 制 线 交 圆 于 B,0, PB, PC 分 别 交 圆 于 了 D, 
五 .求证 . DBYyP4. 

这 是 一 道 比较 复 灯 的 题目 ， 册 起 点 (已 知 条 件 ) 不 能 直接 到 这 
终点 (求证 结论 ;， 轰 选择 中 途 点 。 选择 的 方法 ,一 是 从 起 点 开始 
往 下 挫 , 一 是 从 终点 开始 往 上 找 ， 即 所 谓 综 合 -分 析 法 .综合 的 好 
业 是 和 侠 一 步 都 在 作 正 确 的 推理 , 所 以 能 扩大 对 问题 的 了 解 , 即使 所 
得 的 中 途上 并 不 正确 ， 也 会 得 到 一 些 信 息 { 失 由 的 经 验 ) 可 以 用 于 
解 题 ; 分 术 的 好 处 是 目的 明确 , 容易 把 氛 住 解 题 的 理 路 。 





图 5-13 
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PB. PDNe= PE, a || MBMO=MA | 四 二 
| 
+ MA.MOL PM |g 


由 终 氮 往 上 找 , 其 过 程 示 意 如 下 (由 下 往 上 看 )， 
"* 114， 


| aor = 9 -Pu | 0 


上 好 HO 
| 


J 
| A BH Pe A PHO | q 
+ 
| | 


j / 
| ZAMB— /ED B | ] 了 及 一 万 |@ 


! 
终点 DEIPA | 
从 以 上 “下 推 上 找 * 的 过 程 中 ， 至 少 应 形成 一 条 连结 起 点 和 终 
点 的 通路 ， 实 际 上 这 条 通路 就 是 
起 点 全 了 由 天 一 圈 一 册 一 加 一 划一 终 后 
这 里 的 内, 名, 名, 中, 思 , 也 都 是 中 途 点 , 它们 有 严格 的 顺 订 ， 
[人 鲁 45】 已 知 对 丈 轴 平行 于 y 轴 的 抛物 线 通 过 后 (一 1, 18)， 
且 其 顶点 举 标 为 ( 吝 ，~ 子 )， 试 确定 扫 物 线 方程 
本 医 的 已 知 条 性 岳 提 供 的 信息 有 


1. 措 物 线 的 对 称 轴 于 行 于 9 轴 ; 

2. 抛物 线 通 过 点 (一 4, 18); 

3、 扫 物 线 的 项 点 举 标 为 ( 子 ， 一 卫 )。 

考虑 久 本 题 的 终点 是 确定 抛物 线 方 程 ， 所 以 应 首先 写 出 抛物 
线 方程 的 一 般 囊 达 式 ， 而 在 上 述 信息 中 1 是 与 此 密切 相关 的 ， 实 
际 上 对 称 轴 平行 于 y 轴 的 执 物 线 方程 的 一 般 表 达 式 有 三 种 ， 

(1) y= oar + Er 十 他 

(2) YY 二 Gv 一 @) (2 一 23)，z1，23 为 抛物 线 与 s 轴 交点 的 横 
誉 标 ; 


MB PH ] Laur ZB | 
加 | 


“115. 


(3) y 一 a(e 一 m) ”十 ，m， 思 分 别 为 抛物 线 的 顶点 的 横 举 标 
及 纵 誉 标 . 
这 就 是 说 , 从 起 点 往 下 推 , 第 一 步 就 有 三 个 可 能 的 中 途 点 ， 邵 累 选 
择 (2), 由 于 无 法 利用 已 知 条 件 中 的 其 他 信息 , 所 以 解 题 难以 继 沁 
进行 下 去 , 因此 ，(2) 并 不 是 合适 的 中 途 点 , 应 会 弃 , 以 缩小 搜索 宇 
间 . 生生 先生 人 全 胃 过 未 这 如 解 题 过 程 了 示意 如 下 : 


| 此 物 线 通过 点 抛物 境 的 对 称 轴 
(—1, 18} Uh 
QQ 


-一 一 一 一 一 


eh 
yi be 器 
1 1 
9 
eh 3 局 Ee 


i 
| | 


| 
| 
4 





Een 3 
中 可， -过 ] 











| |@ 


4 
一 9 二 或 6 一 一 3 | 


J 
| ts |@ 


a=3, bm — 09,c—6 | 四 


终点 [三 
这 里 的 中, 加 , 名, 由, 日 , 图 , 中 , 命 都 是 中 放 点 ， 它 们 排 
列 的 顺序 并 不 是 唯一 的 ， 如 下 面 就 是 连 缚 起 点 和 终点 的 两 条 不 同 
的 通路 ; 
起 点 -> 山 一 国 一 轧 一 由 一 多 玫 一 四 一 昌 一 终 拟 
* 6 。 


如 时 选择 全 ) , 解 题 过 程 示意 如 下 ， 














起 点 | 扫 物 线 通 过 点 指 物 维 榴 计 称 轴 怨 锣 线 的 页 点 举 标 
bg 平行 4 为 [二 ， A 
TT 





ee 
| | 


| Ee EE: 
1 人 





{2) 





这 里 的 出, 加, 鲍 , 呈 都 是 中 途 点 ， 迷 结 起 点 旬 勾 点 的 通路 


起 点 字 四 二 加 一 国 一 名 一 北 点 
这 一 解法 简练 .优美 , 行动 序列 的 长 度 远 较 前 一 解法 为 短 ， 那 么 主 
体 如 何 才 能 选择 (8) 而 找到 好 的 解法 呢 ” 主要 取决 于 以 下 三 点 ， 
1. 主体 的 记忆 中 必须 往 在 有 (1)，(2)，(8) 这 三 种 不 同形 式 
的 抛物 线 方程 ,并且 明 确 知 道 这 三 个 方程 中 各 参量 的 意义 ; 
2. 经 过 审题 , 主体 必须 联想 这 三 个 方程 并 有 把 它们 从 长 时 
记忆 中 提取 出 来 使 之 处 于 工作 状态 的 能 力 ; 
3. 主体 必须 有 强烈 的 减少 以 至 消除 方程 中 参量 的 目的 意 
识 。 对 己 知 条 件 中 各 因素 的 特点 进行 辩 认 后 , 能 作出 将 * 猛 物 线 的 
= 了 7。 


顶点 坐标 为 ( 号， 一 卫 ) 用 于 方程 (3)， 以 便 立即 猴 少 而 个 参量 的 
判断 . 

由 途 点 法 是 一 种 重要 而 又 准 于 掌握 的 解 题 策略 ， 运 用 这 种 策 
略 能 否 取得 成 功 ， 关 键 在 于 如 何 找到 合适 的 中 途 点 。 在 上 而 丙 个 
例题 中 ,我们 看 到 综合 -分 析 法 、 待 定 系数 法 实际 上 都 是 中 和 途 点 法 
策 咯 思想 的 运用 , 其 他 如 数学 归纳 法 、 解 难题 时 先 给 出 引 理 等 也 都 
离 不 开 中 图 点 法 策略 思想 ， 


第 六 节 以 退 求 进 


解数 学 习题 时 ,“ 先 足够 地 退 到 我 们 所 最 容易 看 清楚 问题 的 地 
方 , 认 透 了 、 钻 深 了 ， 然 后 再 上 去 . ”这 就 是 以 退 求 进 的 策略 . 运 
用 这 一 解 题 策略 常见 的 情形 有 ， 从 一 般 退 到 特殊 ， 从 复杂 退 到 简 
单 , 从 抽 葵 退 到 具体 , 从 多 退 到 少 , 从 整体 退 到 部 分 , 从 较 剖 的 作 辐 
退 到 较 弱 的 命题 等 .“ 一 般 竹 高 于 特殊 性 之 中 ” 宕 一 更 而 识 全 莉 ， 
探讨 数学 习题 的 解 同 策略 时 , 应 当 运 用 这 些 辩 证 思想 ， 

【 例 16】 如 果 正 整数 剖 人 > 了 的 正 约 数 的 个 数 是 琳 数 , 求证 
太古 完全 平方 数 . 

此 题 证 明 的 方法 并 不 显然 , 我 们 退 一 步 先 考察 几 个 轩 吻 的 正 
整数 , 其 中 包括 一 些 非 完全 平方 数 和 一 些 完全 平方 数 , 观察 它们 的 
正 约 数 的 个 数 呈 现 什么 规律 , 这 些 规律 是 怎 标 产 生 的 ? 

通过 下 政 欧 焉 我 们 发 现 , 对 非 完全 平方 数 来 说 , 它们 的 正 约 数 
序列 中 , 虐 首 末 两 端 等 距离 的 两 个 正 约 数 的 滋 积 即 为 各 ,如 

12=1|xi123=2x6=3x4, 
对 完全 平方 数 来 说 , 它 娄 的 正 约 数 序列 中 , 除了 上 距 首 末 两 端 等 距离 


[i] 华罗庚 * 谈 谈 与 蜂 房 结构 有 并 多 数学 同 题 3 第 40 页 ， 北 打出 版 社 1979 年 1 
月 第 工 版 。 


起。 





N 于 约 7 
的 个 数 

让 2 1, 2 2 
字 3 1, 3, 2 
5 1, 5, 2 

全 6 1, 2,3, 6, 4 
了 | 1g 1, 2, 3, 4, 6, 12, 6 
方 | 30 1, 2, 8, 5, 6, 10, 15, 80, 8 
数 | 和 1, 2, 8, 6, 7, 14, 21, 42, 8 
3 
机 8 
全 5 
了 5, 3 
方 , 3, 6, 12, 18, 36， 7 
数 4, 7 14, 28, 49, 98, 196, 9 








的 两 个 正 约 数 的 乘积 为 四 之 外 , 中 间 还 剩 下 一 个 正 约 数 , 如 
36 一 TX36=23x18 一 3x13 一 六 

反 过 来 ,我 们 也 可 以 说 , 正 约 数 的 个 数 是 个 数 的 正 整数 必 为 非 完全 
平方 数 ， 正 约 数 的 个 数 是 奇数 的 下 整数 必 为 完全 平方 数 ， 得 本 是 

设 @a 为 丈 的 正 约 数 , 则 二 必 为 的 正 约 教 ,如 果 m 赤 ME， 
则 mu 二 ， 现 知 丈 有 奇数 个 正 约 数 ， 这 些 正 纳 数 中 及 是 不 等 于 
V 克 的 mw 必 有 另 一 个 不 同 的 去 与 它 本 成 双 , 从 而 可 知 简 下 的 一 
个 必 等 于 YH， 所 以 防 是 完全 平方 数 . 

【 例 17】 两 个 边 长 为 36 的 相同 的 正方 形 ， 其 中 一 个 正方 形 
的 顶点 是 另 一 个 的 中 心 ， 求 两 正方 形 重 杰 部 分 的 面积 (图 513). 

从 一 般 退 到 特殊 , 考 囊 两 个 正方 形 位 置 关系 中 的 特殊 情况 , 如 
图 14, 使 它们 重 束 部 分 为 边 长 等 于 4 的 小 正方 形 ， 就 灵 示 出 所 

“了 19 ， 
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图 5.13 图 5-14 


有 前面 积 为 @ ,一 屿 一 和 ,证明 的 万 法 也 一 目 了 然 ， 

“特殊 化 是 从 对 象 的 一 个 给 定 集合 , 转 而 考虑 那 包 会 在 这 集会 
内 的 较 小 的 集合 ， 所 "特殊 化 符合 人 们 从 具体 到 抽象 的 思维 规律 ， 
一 个 问题 在 特殊 情况 下 的 解决 孕育 着 这 个 问题 在 一 般 情况 下 的 解 
决 力 法， 当然, 竹 殊 学 育 关 一般 并 不 等 于 特殊 可 以 代替 一 般 , 下面 
这 个 俩 子 说 明 我 们 在 运用 特殊 化 这 种 解 稻 党 上 略 对 ， 还 必须 防 自 以 
偶 概 全 的 毛病 , 必须 注意 特殊 化 本 革 的 局 限 性 ， 

【 例 18] 用 三 条 制 线 把 一 个 给 证 的 三 角形 分成 七 个 部 分 ,其 
中 四 个 是 三 角形 , 其 余 三 小 是 五 边 形 , 这 四 个 三 角形 中 前 一 个 被 三 
条 神 线 所 包 图， 为 和 盾 三 个 每 一 个 都 被 给 定 的 三 角形 的 某 一 边 和 两 
条 制 线 所 包围 ,适当 调整 这 三 条 制 线 使 得 四 个 三 角形 全 等 , 问 按照 
这 种 方法 分 割 时 每 个 三 角形 的 面积 是 给 定 三 角形 面积 的 几 分 之 
儿 ? 

我 们 先 将 问题 作 特殊 化 的 考虑 , 设 给 定 的 三 角形 是 正三 角形 ， 
由 于 它 的 对 称 性 , 后 发 我 们 作出 猜 注 ; 四 个 小 三 角形 也 将 是 正三 条 
形 , 如 果 是 这 样 , 小 三 角形 的 边 必定 分 别 平行 于 给 定 前 三 角形 , 于 
是 我 们 上 只 要 将 纵 定 的 三 角形 的 各 边 玉 等 分 ， 过 各 分 后 分 别 作 另 两 

[1] GG. 波 利 亚 < 数学 与 猿 想 (第 一 卷 )? 第 19 页 , 科学 出 版 社 1984 年 3 睛 第 版， 
190* 


边 的 平行 线 , 如 图 5-15, 就 得 到 了 满足 题目 惨 求 的 特 珠 化 了 的 图 
形 ， 这 里 每 一 小 三 角形 的 面积 是 给 定 三 角形 面积 的 高 、 由 此 还 可 


以 得 到 清 足 题 月 要 求 的 一 般 解答 (图 5-46). 
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图 拷 熙 图 #16 


上 面 这 一 解答 看 来 似乎 正确 , 实际 上 基 不 完善 的 , 因为 它 只 民 
表 了 本 题 应 有 的 四 种 情 视 中 的 一 种 ,为 了 得 到 满足 题写 的 割 线 与 
三 角形 , 我们 可 以 先 作 四 个 全 等 的 三 角形 , 再 延长 适当 的 边 得 至 题 
目 中 亡 “ 姥 定 2 的 三 角形 利 制 线 。 稻 据 四 个 小 三 角形 的 位 置 关系 ， 
以 中 间 一 个 小 三 角形 为 基准 ,产生 下 列 四 种 情况 

(4 另 三 个 小 三 角形 内 基准 三 角形 分 别 饮 三 个 陆 扎 旋转 180 
得 到 ， 如 图 17 

(2) 另 三 个 小 三 角形 中 ， 两 个 由 基准 三 角形 分 别 绕 两 个 席 点 
旋转 180” 得 到 , 男 一 个 则 由 基 淮 三 角形 项 转 而 成 , 如 图 5-18; 


图 5-17 图 扩 18 


(3) 另 三 个 小 三 角形 中 ， 一 个 由 基准 三 角形 绕 一 个 硕 点 旋转 
180° 得 到 , 另 两 个 由 基准 三 节 形 翻转 面 成 , 如 图 5-19， 
(4) 三 个 小 三 角形 都 出 世 淮 三 角形 翻转 而 成 ， 如 图 -20. 


用 ， 





图 5 -19 图 5-20 
在 上 述 四 种 情况 下 , 所 求 的 面积 的 比分 别 为 ， 


1 了 
(1) op (2) (+ 
上 0 
(3) m0 + — a 


(4) 
(@+ bo Bie toa—b a+b— 0) _ a 





a 
下 面 再 用 两 个 例子 说 明 不 同情 况 下 以 退 求 进 解 题 策 略 的 运 


【 情 19]】 已 知 0<g,5, 6, 卫 6 之 1, 求 证 (一 @) (1 一 (1 一 0) 


{1—D(i-—e>1l- (nt+0+0+d+0). 


这 是 一 道 客 有 器 个 变 元 的 不 等 式 证 明 题 ， 为 了 寻求 具体 解 题 


方法 , 采取 以 退 求 进 的 策 路 , 考虑 变 元 较 少 时 的 情形 。 


如 果 变 元 具有 2 个 ,有 
(La (1 b=1- (0+ -+d, 


因为 6,5>0, 所 以 a5>>0, 从 而 得 


[1] 沽 灌 娟 * 洒 刊 一 个 例题 解 首 不 欧 完 闫 3, < 中 学 数学 教学 ?1988 年 第 本 期 。 
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(1 (1 >1— (ot 

如 果 变 元 增 如 到 3 个 ， 可 利用 上 面 竺 果 ， 在 上 式 两 边 都 乘 以 

(1 一 0 2>0, 得 
{1 (10-0 >[Ei- a+b)] (00>1- [s+ +0] 

=1— {0t+bt0), 

由 此 可 看 出 , 要 证 明 原 式 , 上 只要 在 此 基础 上 , 在 不 等 式 两 边 依 
次 乘 沁 一 办，(1 一 e) 即 可 ， 

【 例 20]】 在 给 定 的 锐角 三 第 形 4B0 中 ， 求 作 一 个 正方 形 
隐形 于 他, 俩 也 , 盏 两 点 蕃 在 3 上 ， A 
上 G 两 点 分 别 落 在 40, 4B 上 . 

证 我 们 去 掉 题 目 中 的 一 些 公 
忻 ， 把 一 个 较 强 的 题目 变 为 一 个 较 
二 虹 问题 ， 比 如 说 党 作出 一 个 三 角 B DDE EN¢€ 
形 ， 使 其 三 个 顶点 沙 在 三 角形 的 两 图 5 4 
边 上 ， 有 看 来 这 是 容易 解 尖 的, 如 图 -231 中 的 六 六 FG 进一步 潮 
巾 能 否 以 此 为 跳板 , 最 组 解决 原来 的 问题 ?问题 已 不 太 困 难 ， 只 要 
以 号 点 为 位 仆 中 心 , 作 一 个 位 杞 变换 , 便 可 以 在 .40 上 确定 手感 的 
位 置 (延长 BF' 交 40O 于 了 ), 从 模 作 出 所 有 要求 的 正方 形 DBFG. 





第 七 节 推进 到 一 般 


本 节 要 淡 的 解 题 策略 ， 其 思路 怡 好 与 上 节 相 反 。 即 我 们 降解 
决 的 是 一 个 特殊 问题 ， 先 将 这 个 问题 作 一 般 化 的 探讨 ， 通 这 一 般 
问题 的 解决 , 来 达到 目的 . 对 于 这 种 解 题 策略 ,流利 亚 曾经 说 道 ， 
“这 看 起 来 矛盾 , 但 当 从 一 个 阿 题 过 滤 到 另 一 个 ,我 们 稍 常 看 到 ,新 
的 雄心 大 的 问题 比 原 问 题 更 容易 掌握 ， 较 多 的 问题 可 能 出 只 有 一 
个 问题 更 容易 回 管 。 较 复杂 的 定理 可 能 更 容 仿 证明, 较 普 过 的 问 
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题 可 能 更 容易 解决 . 2 

[ 例 21】 证 其 60”>99! 

比 题 左 、 右 两 边 邦 是 天 文 数字 ， 如 有 果 不 进 而 推导 出 更 为 一 般 
的 关系 式 , 是 很 难 解 决 的 ， 骑 察 黄 个 数 50 与 99, 不 难 想 到 具有 关 








系 2 一 一 50， 由 此 ,我 们 进一步 猜想 , 下 列 关系 是 否 成 立 ， 
(和 5)>ml 名 为 奇数 ) 
事实 上 
> YT a 
六 (C0 十 荆 ) ， 工 1 
和 a 
> Yl, 
mn 
(SS ) > 
取 n=99, 就 证 明了 50”>991 


[ 例 22] 求 态 = 中 ~ 0 于- 
了 = 二 二 六 十 :Oe 


实际 上 了 ,= (二 的 "一 | MZ eos 下 十 Sain =)] 


=2(eos 2 十 sin- ， 
刹 二 一 《On 一 Cn 十 Oo 一 十 人 OR 一 人 十 Oo 一 …) 
= (Oa— Ort Oa) 
出 复数 相等 的 意义 ,得 


oFwne VT 
户 。 2 008 —~. 


[1] 名 ,该 利 亚 * 息 样 解 题 * 第 121~1 吕 六 ,科学 出 版 社 1982 年 月 第 4 版 ， 
* 34， 


以 进 求 退 策略 的 最 典型 运用 , 是 某 些 用 递 推 方法 解决 的 例子 ， 

[ 例 23]】 平面 上 有 100 个 图 ， 共 中 每 两 个 回 都 相交 于 两 点 ， 
且 任 何 三 个 圆 都 不 相交 子 同 一 点 , 问 这 些 六 把 平面 分 成 多 少 部 分 ? 

我 们 把 问题 推进 到 一 般 悄 形 , 设 平面 上 "个 圆 , 其 中 每 两 个 贺 
都 相交 于 两 点 , 且 任 何 三 个 回 都 不 相交 于 同一 点 ,这 个 把 平面 分 
成 了 (nm) 个 部 分 ， 现 在 来 导出 递 推 关系 

平面 已 经 有 wn 一 1 个 贺 , 在 此 基础 上 增添 一 个 回 , 这 第 n 个 加 
与 原来 的 % 一 个 圆 必 有 2 一 少 个 交点 , 也 就 是 说 第 ww 个 阅 的 图 
周 被 这 些 交 点 分 割 成 2m 一 二 眉 弧 ,于 是 增添 第 个 图 之 后 ,平面 
被 这 些 圆 所 分 成 的 部 分 多 了 2(n 一 起 个 .这样 就 得 到 递 推 关系 

FPFin)= Fn +i+2(n—1), 
.考虑 ， F(l)— 
PDO=F (i -+2x1, 
PA= F(T 2, 
Flrn—l)=Fn—2 -+2(n—2); 
再 (一 下 人 一 二 十 3 一 二， 
将 上 面 "个 式 相 加 , 即 得 

Fw) 一 2 二 3[T 十 3 十 … 十 人 一 二 ] 一 3 十 中 人 一 二 一 铬 一 多 十 学 
取 % 一 100, 即 得 F(100) 一 8903， 

【 例 24] 财 徒 甲 、 乙 各 有 毗 本 外 元 、30 元 , 他 们 以 按 一 个 硬 
币 赌 短 , 规定 每 探 一 次 , 车 正面 朝 上 则 甲 付 给 乙 1 元 , 反之 , 则 乙 
村 绍 甲 1 元， 如 此 继续 下 去 ， 肖 至 一 赌 徙 输 光 ， 求 下 列 事件 的 概 
率 , (由 早 输 光 ; (2) 乙 输 光 ; (8) 水 不 停止. 

用 递 推 关 系 来 解 题 。 设 当 赌 至 财 徒 四 有 nn 元 而 己 有 (70 一 n) 
元 时 , 甲 输 光 的 概率 为 p(w) , 乙 输 光 的 概率 为 Y(w》 ,然后 把 问题 的 
条 件 用 以 建立 递 推 关系 。 显然 , 这 时 再 挤 一 次 , 甲 增 至 (n 十 1) 元 或 

a jo. 


跨 至 (一 了 元 的 概率 各 为 二 ， 所 以 
PO) = pnt Dp 1) 


dt 一 了 二 四 十 二 gm 一 力 、 
于 是 由 jt 十 一 pA 一 p00) 一 p(w 一 也, 知 pm) 是 等 差 数 列 ， 又 
已 知 2(0) 一 二 pC70) 一 0, 所 以 pm 一 1 一 元 .类似 地 可 得 go = 
-于 是 我 们 得 到 ， 


、 1 50 2 
(CD 甲 输 光 的 要 率 2(50) -1 5 一 也 ; 


(2) 乙 输 光 的 概率 g(50) 一 只 一 了， 


(8) 永 不 停 耻 的 概率 为 工 一 2450) 一 g(50) 一 0. 

从 以 上 一 傅 可 以 爱 出 , 对 于 一 些 求 总 量 的 问题 , 如 时 问题 的 条 
件 铬 述 了 它 的 逐步 变化 规则 , 那么 用 推进 到 一 般 的 策略 , 通过 建立 
过 推 关系 求解 往往 是 有 效 的 . 


第 八 节 从 整体 着 问题 


对 于 数学 习题 , 不 是 分 解 它 的 条 件 和 结论 , 采取 各 个 击 玻 的 方 
法 , 而 是 从 牙 休 看 问题 , 向 着 既定 的 目标 逐步 推进 , 以 达到 最 终 解 
决 问题 的 目的 、 这 种 解 题 策略 使 我 们 能 够 全 局 地 把 握 条 件 和 结论 
的 联系 , 摆脱 局 部 细节 中 一 时 难以 状 清 的 数量 关系 的 纠缠 , 使 眼界 
更 加 开 阅 ， 

{ 鲍 站】 求 复 儿 z==1 二 cog -Hisin8 与 j=1 一 cog 间 十 
eain 旭 的 辐 骨 之 和 与 模 的 平方 和 . 

此 题 如 果 采 取 各 个 击破 的 方法 , 就 要 分 别 求 出 名 与 82 的 辐 角 
和 模 , 这 样 做 ,结果 将 引进 极其 繁 珊 的 讨论 ， 给 问题 的 解决 带 来 极 
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大 的 困难 .如 果 了 从 整体 看 问题 , 考虑 到 “两 个 复数 的 积 的 辆 角 等 于 
这 两 个 复数 的 辐 角 的 和 和” 那么 问题 很 快 得 到 解 瑞 . 

gigo= {1ioo8 8+ oesingd) (1— oc080 iesng) = 28indg. 
于 是 可 得 

当 8 一 kw hE2) 时 ，zzz2 一 0， 后 与 # 的 辆 角 之 和 可 为 任意 
值 ; 

EZ HH, 的 轩 角 之 相 为 205 
tn 

当 2% <9<(28 二 mE2Z) 时 ,后 写 册 的 贸 角 之 和 为 2% 
+ 了 (mnE 2). 

至 于 乓 与 加 的 模 的 平方 和 , 也 应 从 整体 考虑 , 一步 到 位 。 

|| 8 十 | 2%9|3 一 [人 十 ecos 交 3 十 导 na 玖 十 [和信 一 cog 的 3 十 贡 m 的 

一 并 

【 例 26】 已 知 太 一 4 十 1=0, 求 二 二 

此 题 应 以 免 由 已 知 条 件 求 央 ww, 然后 代入 的 方法 , 而 应 运用 整 
体 求 值 的 策略 . z 

没 z 二 三， 则 9 二 全 ,wt 一 1 中 

由 已 知 得 只 十 1 一 4 两 边 平方 并 整理 , 得 只 二 1 一 1 ， 此 式 
两 边 再 平方 并 整理 , 得 

0 一 J94a4 一 了 

此 式 与 中 比较 ,得 T 了 = 194. 

【二 27]】 对 于 一 切 大 于 工 的 自 ma n, 证明 ， 

1 ] 
(1 BtE) tT 

此 题解 法 较 多 , 如 运用 数学 归纳 法 ,一般人 容易 想到 的 , 但 推 

证 起 来 并 不 轻松 。 从 整体 看 问题 , 可 得 一 个 十 分 简洁 的 解法 ， 
中 全 

















2m 一 LI 3 
万 一 旦 .了 32 十 :| 
4 站 2 
扬 见 44 汪 B. 于 是 有 
4 6 2 让 人 7 at1) 
习 -一 一 者“ 一 一 别 中 由 中 一 
A4~>AB-( 3." mI) \1' a 
2 二 2 十 工 
Ba 
4> 二 V 玉 1. 


Pf 


【 例 28] 设 复数 a，B，7 满足 [eal 一 18| 一 17?1=t. 证 明 @ 
= (8 二 7) CY 十 9 (mg 十 B)/aB87 为 实数 . 
”我 们 不 必 分 别 去 考虑 a，B，7 的 实 部 与 涪 部 , 而 是 运用 性 


质 “5 一 |g 六 得 a 一 二 ， 8= 三， 7 一 二 ,并 对 避 的 整体 施行 变换 ， 


B 
1 ] 1 1. 1 1 -= 一 
有 二 后 二 (3+ 一 (二 于 )a87 
(84+7) To at /aBy 一 加 
这 就 证 明了 为 实数 . 


从 整体 看 问题 才能 看 清 问题 的 全 摇 ， 更 深刻 地 洞察 其 中 的 规 
律 ， 

【 例 29] 一 个 六 位 数 记 为 32qbcde， 其 中 4，5, 9, @ 6 都 者 
示 数 字 , 将 此 数 乘 以 3 得 新 数 怡 为 a5cds 2, 试 求 此 数 . 

些 题 不 可 分 别 去 求 @ 包扎 而 6 而 应 整体 地 设 w=a8ods, 则 
原 数 为 200000 十 ,新 数 为 10x 十 和 代 题 有 

3(200000 二 ww) = 10z 十 2., 

解 得 x 一 86714. 

故 所 求 的 数 为 285714. 

{ 例 80] 8 只 杯 于 ， 其 中 5 只 杯 口 朝 上 ,3 只 杯 日 郝 下 , 现在 
a 2 : 


者 次 可 任意 翻转 其 中 4 只 . 癌 能 否 经 有 限 次 翻转 , 使 所 有 标 子 的 酚 
全 朝向 相同 ? 

将 问题 数 信 化 , 设 菜 具 杯子 杯 喇 朝 革 的 状态 用 十 工 崇 示 , 标 日 
其 下 的 状态 用 一 1 宕 示 . 总 体 上 看 , 几 愉 杯子 杯 口 的 朝向 状态 用 各 
杯子 的 朝向 状态 慎 芍 乘积 大 示 ， 则 8 只 杯子 的 杯 口 朝向 状态 的 起 


始 值 为 人 x( 一 了 "一 一 1, 于 是 本 题 束 转 化 为 是 理 可 经 过 有 限 次 动 
作 一 一 翻转 其 中 任意 4 具 , 使 8 只 杯子 的 杯 日 逆向 状态 值 变 
为 二 


事实 上 ， 由 于 翻转 工具 杯子 ,不论 是 杯 口 由 朝 上 (十 二 变 为 明 
下 ,一 四 , 还 是 由 彰 下 (一 二 变 为 朝 上 (十 1)，8 只 杯子 的 林口 朝向 
状态 值 都 要 滋 以 (一 了 现 每 次 要 求 翻 转生 只 ，《 一 蕊 一 十 志 记 以 
每 经 过 这 样 一 次 动作 ,8 上 只 杯子 的 杯 吕 朝 国 状态 人 慎 都 不 发 生 恋 化 ， 
因此 无 论 经 过 多 少 次 动作 ,8 具 杯 子 的 杯 口 崩 向 都 不 会 相同 , 也 就 
是 说 问题 得 到 了 否定 的 回 瞪 . 


第 九 节 正 难 则 反 


在 数学 发 展 史上 , 对 于 某 些 数学 问题 , 当 从 正面 思考 难以 解决 
时 人 们 就 转向 及 面 思 沽 ， 当 用 直接 解法 不 能 奏效 时 就 转 用 间接 证 
法 , 当 命 题 难 以 被 证 有 明 时 就 转 而 举 反 鲍 加 以 否定 , 这 种 对 数学 问题 
正面 解决 有 困难 面 转向 反面 寻求 解法 的 策 咯 ， 在 数学 习题 由 的 运 
用 称 为 正 难 则 反 ( 田 降 岗 ,1986) ,或 者 称 为 逆向 思维 原则 ( 曾 政 新 ， 
1985) 逆反 转换 原则 ( 南 秀 全 ,1988)、 

欧 几 里 得 原本 > 间 拱 之 后 , 对 于 其 中 第 五 公设 ( 即 平行 公理 》， 
数学 家 们 在 长 达 两 子 年 之 入 的 历史 进程 中 ， 一 代 又 一 代 地 企图 给 
出 止 而 的 证 明 , 直到 十 九 氨 纪 , 才 由 罗 巴 切 夫 斯 苛 和 被 尔 约 通过 到 
面 岂 考 如 以 解决 , 即 欧 氏 的 平行 公理 是 不 能 逻辑 地 被 证 明 的 , 罗 巴 
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扔 夫 斯 基 和 波 尔 约 都 提出 各 自 的 平行 公理 ， 独 立地 发 现 子 非 欧 兄 
何 学 的 革新 天 地 ， 

“平面 上 有 ww 个 点 , 不 全 在 一 直线 上 , 证 朋 总 可 以 找到 一 条 直 
线 , 使 它 具 通过 名 个 点 中 的 两 个 点 . “对 于 这 样 一 个 问题 , 十 九 志 
纸 英 国 大 数学 家 西 尔 维 斯 特 曾 经 感到 困惑 ， 他 去 所 后 有 人 用 反 证 
法 解 出 来 .证明 过 程 如 下 : 

雁 所 周知 , 直 绑 外 一 点 到 该 直角 的 距离 是 唯一 确定 的 , 连结 这 
和 划 个 氮 得 5 条 直线 , 必 有 mw>>1， 因为 nm 都 是 有 限 自然 数 , 所 
以 从 sw 个 点 到 m 条 直线 的 距离 也 是 有 限 条 数 。 设 茶点 了 到 某 一 
条 直线 了 的 谍 离 是 所 有 这 泽 距 离 中 
最 小 的 一 个 (如 果 不 唯一 , 也 不 影响 
以 下 结论 ), 那么 了 就 是 满足 题目 要 
求 的 直线 , 用 反 证 法 , 如 图 所 .33, 设 
下 上 才 吾 为 址 中 ,又 设 了 上 有 不 少 

图 5 中 于 3 个 点 ， 则 在 及 的 同一 侧 至 少 有 

2 个 点 , 设 为 了 4 B(A4 与 呈 可 以 重合 ), 日 有 BBR>A4R, 连结 TB， 
作 BRD]TB, 40 TB, 则 AO<RD:TR， 与 前 设 耶 盾 , 这 就 证 
明了 了 只 通过 个 点 中 的 现 个 点 ， 

欧 学 习题 的 正 难 则 反 解 题 策略 ,在 运用 时 常 在 以 下 几 种 形式 . 

一 、 反 证 法 

反 证 法 是 数学 你 题 的 一 种 间接 证 法 其 依据 是 形式 逻辑 中 的 
“ 排 中 律 * 与 “ 子 盾 律 ", 这 种 方法 是 通过 征明 题 断 的 反面 不 能 成 立 ， 
从 面 肯定 题 断 的 正面 成 立 ， 有关“ 存在 性 >“ 否定 性 ">“ 无 限 性 2 的 
命题 , 应 用 反 证 法 的 情况 较 多 ， 有 有 些 命题 其 道 命 题 已 得 到 证 明 , 也 
可 考虑 采用 反 证 法 。 如 前 面 所 介绍 的 是 一 个 “在 在 性 ”命题 ,下面 
骨 举 一 个 “否定 性 ”命题 指 例 子 . 

[ 例 虹 】 已 知 g 5, 6 都 是 小 于 1 的 正 数 ， 求 证， 乘积 (1 ~ 
+ 0. 





四 5 (1 一 5)o, Co) 不 能 同时 大 于 子 .， 
证 明 三 个 乘积 不 能 同时 大 于 工 ” 这 是 比较 困难 的 ， 我 们 转 而 
去 证 明 它 的 反面 为 假 ， 即 设 
(1-@)8> 土 ，(4 一 b)0> 地 ， (iO)g> 二 、 
以 上 第 一 式 两 边 同 乘 以 5, 得 


(1—- Mab> 7, OD 
加 (1—a-rol* 1 
考 冉 到 (1 一 o)a<|- 全 一 和 二 | 一 地 ,两 边 同 琪 以 5, 得 


(1— mab<. @ 


本 -也 
由 0D)， (由 ， 得 二 三: 即 # < 


燃 仙 地 可 得 Bb<0, 0 过， 

综合 以 上 结果 有 sb. 
这 显然 是 不 成立 的 , 故 原 命题 正确 . 

反 证 法 的 证 题 步 又 有 兰 ; 反 设 ; 归 玩 ; 存 真 ， 其 中 归 请 的 情 交 
主要 有 : 
， 村 公 再、 定义 矛 眉 ; 
.与 己 知 定 再 也 后 ; 
. 自 相 矛 捕 ; 
.与 命题 题 设 矛 届 ; 
. 与 所 作假 没 承 盾 ， 

二 、 淘 法 法 

米 中 有 厂子 混杂 , 要 把 米粒 和 砂子 分 开 , 一 种 方法 是 将 米粒 托 
出 来 ， 习 一 种 方法 是 把 砂子 淘 出 去 ， 淘汰 法 就 是 考虑 基 个 丫 题 中 
的 一 切 情 培 , 通过 去 邱 其 中 不 合 要 求 的 部 分 , 而 得 到 合乎 要 求 的 说 

* 1]31， 


ct 让 上 一 


分 的 一 种 解 题 方 法 .淘汰 法 也 称 为 排除 法 ， 

【 倘 32】 某 种 大 炮击 中 目标 的 鬼 率 是 0.3, 只 要 以 多 少 门 这 
祥 的 大 炮 同 时 射击 一 次 ,就 可 以 合击 中 四 标的 丹 率 超过 95%? 

设 玫 门 大 焰 同 时 射击 一 次 , 就 可 以 击 中 目标 , 为 了 求 这 一 事件 
的 舌 宣 ,运用 淘 活 法, 完 求 出 事件 “nm 门 大 炮 闻 时 射出 一 次 , 其 中 设 
有 一 门 大 炮击 中 目标 ”的 概率 ， 即 为 (I 一 0.82". 于 是 得 击 中 目标 
的 概率 为 一 1 一 (1 一 0.3)"， 由 题 意 1 一 (~0.3)*>95%， 

{0.070.085, 
1g0.05 
lg93.7 
取 过 剩 近 似 值 ,得 m=9. 共 上 内 要 以 9 门 大 炮 同 时 射击 一 次 ， 就 可 
使 击 中 目 称 的 概率 超过 怨 和 %， 

三 、 道 推 法 

把 问题 发 生 闪 顺序 屋 过 来 , 从 结论 开 巡 ; 执 当 索 因 , 道 向 推导 ， 
琵 北 还 妃 ， 有 中 求 问 题 的 解决 . 这 种 方法 称 为 道 推 法 ， 分 析 法 就 是 
道 推 法 前 一 种 常见 形式 . 

[ 例 33] 甲乙 ,再 三 人 在 一 起 赌博 ,每 财 一 次 都 是 一 人 输 两 
人 嘉 ， 约 定 输 者 要 付 给 赢 考 一 定 的 钱 ， 其 所 付 数目 等 于 每 个 赢 赂 
当 侍 所 有 的 钱 ， 他 们 共 财 了 三 场 ,正好 甲乙 .再 每 人 依次 输 一 声 . 
结束 时 他 们 每 人 都 有 8 元 钱 , 问 开始 赌博 时 每 和 A 各 有 钱 几 元 ? 

用 道 推 法 解 .从 绍 来 时 三 人 的 钱 数 开始 , 道 向 上 容 , 列表 如 下 ， 


是 ~ 8.399. 


详 | 渡 1 浪 
;I 1! 
由 | 油 
ii 
涝 | 涅 
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四 、 常 量 与 变 元 的 换 位 

在 解决 有 关 变 元 的 问题 时 , 由 于 思维 定 势 的 影响 , 人 们 总 是 习 
惯 于 抓 住 变 元 不 放 , 这 在 很 冤 情 部 下 是 正确 的 ,但 在 抓 住 变 元 解 题 
较为 困 难 , 其 主 产 从 难以 克服 的 障 香 时 ,也 本 考 喇 采取 常量 与 变 元 
换 亿 的 策略 . 

【全 34]】 解 方 程 

mov Bwtbr i 5 —1=0. 

此 题 按 解 三 次 方程 的 方法 求解 , 相当 困难 .， 邵 根 笑 题 目 特 成 ， 
把 常量 V5 看 作 “ 未 知 数 ”，z 看 作 常 量 ， 则 得 关于 ~ 和 的 “一 元 
一 次 方程 ” 

mv 5573 二 (28 十 A/ 号 十 (2 一 工 一 个. 


习 ! 
解 之 ,得 /可 -1-o， 一 2 (oe0) 
+ sol- 一 (5 十 全 十 sw3w/ 5 十 号 
. ,+ EV +2 


【 例 35】 解 关 于 x, y,% 的 方程 组 
tt oy 二 0, 
省 十 人士 人 3 十 到 一 属 ; 
二 0y 寺 二 让 二 0. 
上 邮 顾 一 般 用 克 荣 姆 法 风 解 之 , 但 较为 腑 烦 。 观察 它 的 特 成 , 三 
个 方程 的 形式 完全 一 样 , 如 果 把 ww, y, 8 看 作 常量 , 网 4, 8,6 局 好 
是 下 列 方 程 的 根 ， 
大寺 0 
在 这 里 ,x,y ,8 是 关于 未 知 数 的 方程 的 系数 。 根据 根 与 系数 的 
关系 , 立即 得 
ToT- 一 多; 
Ro + Ded-oo— yy; 
| po- — iw 


+ 19334 


t= — ther: 
履 忌 力 穆 前 解 为 ;9 一 0 十 2 二 65 
一 一 【GE 十 互 十 人) 。 

五 、 构 造反 例 

在 数学 发 展 史 上 , 数学 家 根据 若干 数学 对 象 的 分 析 . 比较 . 联 
想 , 归纳 ,而 产生 对 一 类 数学 对 象 的 规律 和 本 质询 一 种 猜想 (或 称 
假说 )， 如 费 马 猜 息 费 马 大 定理 ). 哥 德 巴赫 猜想 、 黎 曼 精 人 想 等 等 ， 
对 于 众多 的 猜想 , 人 们 一 方面 从 正 向 寻求 证 时, 男 一 方面 从 道 向 构 
造反 例 , 正如 盖 尔 鲍 姆 (Gelbaum) 所 说 ,“ 冒 着 过 于 简单 化 的 风险 ， 
我 们 可 以 说 * 避 开 定 义 、 陈 述 以 及 艰苦 的 工作 不 谈 ) 数 学 由 两 大 类 
一 一 证 明和 反例 组 成 ， 而 数学 的 发 现世 是 朝 着 这 两 主要 目标 -一 
提出 证 明和 构造 到 例 , ”有 人 基 至 认为 , 选 数学 人 才 的 方法 就 是 , 面 
对 一 个 数学 命题 他 是 否 马 上 试图 找 出 一 个 反例 来 台 斥 它 . 

[ 例 36] 已 知 在 入 4B0 和 入 41B101 中 ， AB= A.B,, PO = 
BO, /BA0= /BAdiO=70°, 试 问 入 4BO 与 和 八 41B1014 爹 等 
凤 ? 为 什么 ? 

由 于 题 设 不 满足 三 角形 全 等 判定 定理 ， 我 们 试图 构造 反例 来 
但是 第 论 . 如 图 5 23, 在 上 4BO 中 DB4OC=70 不妨 设 BOA4 
是 六 于 70° 的 锐角 , BD 为 40 边 上 的 高 , 将 BO 沿 BD 翻 折 , 设 


C 尽 浅 在 42 上 的 Cr 点， 于 是 在 和 4BO 和 入 4BC 中 ， 显 然 有 
B 
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4B= 4AB, RO= BO', 人 #4, 但 这 两 个 三 角形 并 不 基 全 等 的 . 
这 样 哆 和 检 造 出 否定 锁 论 的 芭 创 . 

[的 37 函数 (wm) 在 定义 域 [6, 6] 上 存在 反攻 数 的 充 要 条 
件 是 f(z) 在 fw, 5] 上 单调 ,对 吗 ? 

f(zw) 在 Lg， 杂 上 单调 古 f (2) 在 定义 域 [s, 了 上 存在 反 冰 数 的 
充分 条 件 , 但 是 命题 ; ( 屿 在 [m 四 虐 单 调 是 了 (w) 在 定义 域 te, 站 
土 竹 在 反 羡 数 的 必要 条 性 ”并 不 正确 ， 对 这 一 点 , 我 们 可 联系 币 数 
fw) 写 其 反 函 数 "(wm) 的 图 像 关于 直线 gs 对称 来 构造 反例 . 

如 图 65-34, 定 义 在 [一 ,1] 上 的 函数 f(&) -| 


汇 儿 域 上 并 不 单调 ， 供 其 反 函 数 邑 为 自 疝 . 


第 十 节 ” 解 题 策 略 的 可 训练 性 


制定 解 题 策略 的 技能 的 可 训练 性 ， 是 数学 理论 界 存在 车 争议 

并 县 迄 未 得 到 清晰 氢 述 的 问题 ,其 原因 是 解 题 策略 的 发 现 过 程 , 虽 
然 丰 逻辑 推理 的 参加 ， 但 是 性 体 上 还 是 直 党 性 的 ， 而 对 于 直觉 局 
维 ,到 目前 尖 止 关于 它 的 产生 机 制 我 们 仍 知之 甚 少 , 以 至 于 某 些 学 
者 不 得 不 把 直 党 看 成 是 不 下 解释 的 、 另 一 个 原因 是 不 少 教师 和 研 
究 人 员 , 往往 将 个 别 的 解 题 实践 或 是 是 期 的 实验 研究 结果 , 简单 地 
推 这 到 一 般 的 、 长 期 的 解 题 活 动 中 去 ， 从 而 令 人 感到 说 服 力 不 强 . 
我 们 认为 , 解 题 策略 的 发 现 虽然 在 整体 上 是 直 党 性 的 ,但 是 绝 

不 是 一 种 纯 主观 的 转 维 活动 ， 它 是 主体 在 认识 真理 通 向 问题 解决 
的 道 略 上 的 一 个 思维 环节 ， 在 这 个 环节 中 ， 大 脑 进行 车 活跃 的 观 
察 .尝试 .猜想 ,归纳 ,比较 .推理 和 判 晓 等 活动 , 在 目的 性 .相似 性 、 
各 诺 性 .开放 性 积 批判 性 等 指向 原则 的 引导 下 , 形成 解决 问题 方法 
的 宏观 判断 , 这 种 思维 过 程 昌 然 为 时 甚 握 ， 但 完全 有 其 客 疯 基 础 
35 ， 


这 就 是 主体 的 已 有 经 验 .知识 与 问题 情境 的 同化 . 

一 个 良好 的 佣 题 策略 的 形成 取 类 于 三 个 因 玄 ， 

(一 ) 知识 结构 ”任何 解 题 策 略 的 产生 都 离 不 开 主 体 已 有 的 
数学 概念 法 则 .定理 .由 基本 题 型 形成 的 “知识 所 ”及 解 题 基 本 方法 
等 , 离 不 开 主 体 的 知识 结构 与 问题 情境 的 相互 作用 ,一 个 没有 地 质 
知识 的 人 看 一 块 岩 有 有 必定 着 不 出 什么 东西 ， 一 个 没有 适当 数学 知 
识 基 础 的 人 , 接触 一 个 数学 习题 , 当然 不 可 能 产生 解 题 策略 。 如 本 
章 第 一 节 例 荆 托 勤 密 定理 的 多 种 解 题 策略 的 发 现 是 以 从 多 的 几何 
的 .代数 的 和 三 角 的 知识 为 基 珊 的 . 

直 党 思维 可 分 为 经 验 性 直觉 和 理性 直 党 两 种 类 型 ， 前 者 更 多 
地 是 揭露 事物 的 外 部 特征 与 外 部 联系 , 因而 水 平 较 低 ; 后 者 指 建 立 
在 科学 天 识 种 能 如 台 地 运用 各 种 思维 方法 的 基础 上 的 直觉 ， 常 常 
能 润 妊 事 物 的 本 质 与 内 在 联系 .数学 习题 解 题 策略 的 发 现 过 程 , 当 
然 丽 种 直 沉 都 行 ,但 以 理性 直 党 为 主 , 理性 直觉 的 形成 的 心理 机 制 
是 . 在 车 性 印 识 、 经 验 的 基础 上 ， 主 体 通 过 一 系列 分 析 、 综 合 活动 ， 
在 头脑 中 形成 一 些 科学 结论 ， 主 体 在 并 不 意识 结论 的 形成 过 程 的 
情况 下 , 以 这 些 结论 为 背景 运用 娴熟 的 思维 方法 , 将 其 中 的 推理 过 
程 压 缩 到 最 低 限 度 , 迅速 地 得 出 判断 .数学 习题 解 题 策略 就 是 这 样 
在 理性 分 析 基 础 .上 产生 的 直觉 判断 。 正 如 处 卡 莱 所 说 ， 这 种 不 自 
沈 的 工作 ( 指 直 党) 必须 在 "自觉 的 工作 (意识 的 工作 ) 之 中 才 有 
种 义 ”. 

(一 ) 信息 加 工 方式 即 思 维 能 力 , 主要 指 归纳 、 类 比 、 想 象 等 
发 散 思 维 能 力 , 主体 在 接触 数学 习题 之 后 , 就 需要 将 所 接收 的 信息 
和 从 长 其 记忆 中 所 提取 的 信息 作出 各 种 可 能 的 新 的 组 合 ， 而 面 对 
多 种 本 供 选 择 的 道路 ， 庆 卡 莱 说 , “逻辑 可 以 告诉 我 们 走 这 条 路 或 
那 条 踏 保证 个 过 到 任 休 障碍 ， 但 它 不 能 告诉 我 们 醇 一 条 道路 能 下 
导 我 们 达到 目的 地 , 为 此 ,必须 从 远 处 了 望 和 目标 ,而 教导 我 们 了 了 望 本 
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领 的 是 直觉 ,思维 的 发 散 住 , 使 输入 大 妊 的 信息 , 避免 在 不 变 的 超 
辑 通 道上 运行 , 通过 不 断 地 反馈 调节 , 在 开放 系统 中 寻求 新 的 感性 
经 验 和 理论 知识 ,不 断 地 并 拓 一 切 可 能 的 道路 ,使 得 全 部 信息 的 粮 
不 断 地 减少 , 达到 最 佳 组 合 , 从 而 发 生 格 式 塔 转换 ,形成 良好 的 解 题 
策略 、 正 如 徐 利 治 所 指出 :“ 数 学 创造 往往 开始 于 不 严格 的 发 散 思 
维 , 而 继 之 以 严格 兰 轩 和 辑 分 析 岂 维 ， 即 卜 误 中 维 ,他 提出 一 个 公 
式 ; 
饼 造 能 力 一 知识 量 Xx 发 散 斩 维 能 力 ， 巴 

(三 ) 非 稍 力 上 因素” 即 注意 力 . 集 中 性 .坚持 狂 、 灵 活 狂 、 动 机 、 
态度 等 心理 品 夺 和 和 人格 特 征 的 个 删 差异 ， 这 些 因 案 都 对 解 晤 策略 
的 形成 过 程 产生 影响 .我 国 直 代 导 说 中 “ 仓 者 见 鸟 迹 而 知 著 书 ”， 
“ 太 其 师 蝎 珠 而 结 网 ”这 固然 和 想象 能 为 . 业 比 能 力 有 关 , 也 和 注意 
力 及 动机 分 不 开 . 探讨 数学 习题 的 解 题 策略， 能 能 提 高 人 的 意志 
和 昌 短 ， 这 要 求解 题 人 有 必要 的 胆量 和 正确 的 态 谋 ， 聊 欧 拉 出 名 
地 解 光 了 怕 努 利 的 求 级 数 芍 和 问题 , 波 利 亚 评论 说 .“ 欧 拉 成 功 移 
决定 手 因 宫 是 大 胆 . “对 于 一 个 未 经 证 实 的 猜想 ( 解 题 策略 就 是 这 
样 一 称 方 法 的 猜想 )， 波 漳 亚 黑 次 告 谍 我们， 不 机 轻易 地 信 忆 为 
真 ， 还 强调 地 指出 ， 

“第 一 ;我们 应当 随时 准备 修正 我 们 的 任 生 一 个 信念 ， 

第 二 ， 如 果 有 一 称 理 由 , 非 使 我 们 改变 此 念 不 可 , 我 们 就 应 该 
改变 信念. 

第 三 ， 如 暴 没 有 某 种 充分 的 理由 ， 我 们 不 庶 当 轻 宰 地 改 谈 一 
个 信念 

对 于 这 些 听 走 来 非常 平凡 欧 话 , 波 利 亚 认 为 实行 起 来 “部 带 权 
上 有 村 | 当 涉 寻常 的 咏 质 ”第 一 点 逢 要 有 “理智 上 的 勇气 ”第 二 点 需 

[1 徐 利 治 :区 学 方法 论 选 讲 ? 第 182 页 , 华中 工学 院 出 版 社 z983 生 4 月 第 1 版， 
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村 有 “理智 十 的 诚实 当 第 三 点 需要 有 “明智 的 克制 >， 巴 

这 些 都 说 明 非 智力 因素 在 形成 数学 解 题 策略 中 的 作用 ， 

解 题 策 咯 的 形成 既然 有 其 客观 基础 ,那么 进一步 我 们 又 责问， 
这 一 过 程 能 于 逻辑 化 、 模 式 化 呢 ? 作为 训练 制定 解 题 策略 的 技能 的 
项 要, 我 们 希望 其 答案 是 肯定 的 ， 但 是 , 我 们 发 现 事 实 上 这 并 不 是 
一 个 容易 的 问题 ， 特 别 是 当 我 们 的 回答 必须 和 主体 一 -解答 习题 
的 学 生 的 知识 和 能 力 发 展 水 平 联 系 起 来 时 更 将 是 这 拌 ， 下 面 分 两 
层 意思 来 谈 ， 

第 一 ， 就 某 个 局 部 范围 的 数学 习题 来 说 ， 解 题 策略 的 形成 过 
程 是 可 能 逻辑 化 .模式 化 的 .这 是 因为 就 局 部 范围 的 题目 讨论 , 如 
果 考 虑 到 学 生 的 知识 是 有 限 的 ， 那 么 这 个 范围 内 题目 的 解 题 策 略 
个 数 将 是 不 多 的 ， 在 探讨 过 程 中 ， 其 可 能 选择 的 策略 个 数 也 将 是 
有 限 的 .因此 我 们 可 能 通过 逐一 考虑 这 些 题目 的 解 题 策略 ， 寻 求 
它们 的 一 般 规律 ,提出 一 个 逻辑 化 .模式 化 的 方案 ， 如 我 国 著 名 数 
学 家 吴 文俊 , 就 三 种 不 同类 型 的 平面 几何 定理 ， 在 一 些 假 定之 下 ， 
提出 了 “可 以 用 三 种 机 械 化 方法 来 证 明 ” 的 论断 ,但 是 他 也 谈 到 “ 虽 
然 本 书展 未 了 不 少 可 以 禄 械 化 的 几何 ， 但 决 不 是 任意 一 种 几何 都 
可 以 机 械 化 ”他 还 推测 ，“Desargues 几何 不 能 机 械 化 .三 

诚然 ， 我 们 作出 某 个 局 部 范围 的 数学 习题 解 题 策 咯 的 形成 过 
程 可 甬 球 辑 化 、 模 式 化 的 论断 , 并 不 意味 着 我 们 已 经 找到 或 目前 已 
具备 逻辑 化 .模式 化 的 方法 , 但 这 个 论断 确实 可 以 引导 教师 对 某 个 
或 某 类 数学 习题 的 解 题 策略 的 发 现 , 作出 尽 可 能 的 程序 式 的 分 解 ， 

第 二 ， 就 全 部 数学 习题 来 说 ， 其 解 题 策略 形成 过 程 能 再 逻辑 
化 ,模式 化 问题 ， 几 乎 与 计算 机 能 否 代 震 大 脑 的 问题 相当 , 对 于 这 

[1 . 诡 利 亚 数 党 与 猜想 (第 一 卷 )3 第 7 而 ,科学 出 版 社 1984 秆 3 月 第 工 版 。 


[3] 兵 文 俊 k 几 条 定理 机 器 证 明 的 基本 原型 { 初 等 几何 部 分 )3? 第 Yir- 证 页 ,科学 
测 版 外 1984 年 8 月 第 工 版 。 


+ 3d +s 


崖 一 个 人 工 智 能 众说 纷 虐 的 问题 ， 尝 然 不 是 本 书 所 能 够 解决 的 ， 
就 日 前 的 情况 来 看 ， 我 们 对 解 题 策 覆 形成 过 程 的 探讨 的 水 平 还 是 
很 低 的 , 正如 计 和 机 的 霄 能 水 平 也 是 很 低 的 一 樟 . 但 是 在 二 慎 逻 辑 
的 基础 上 , 随 普 多 值 逻辑 、 概 率 逻 辑 、 模 态 馆 辑 . 模 糊 远 圭 和 辩证 退 
辑 等 的 发 展 , 和 对 思维 的 选择 机 智 示 和 辑 化 工作 的 进展 , 计算 机 浴 在 
的 智力 极限 实际 上 已 经 拼 一 些 葬 隶 的 算法 所 克服 ， 我 们 甚至 可 以 
期 望 ， 机 蜗 能 够 岂 能 化 , 机 器 能 够 “创造 "， 

现在 让 我 们 转 到 正题 , 即 解 题 策略 技能 的 可 训练 性 问题 上 来 ， 
对 这 个 问题 的 讨论 当然 和 形成 良好 解 题 策略 的 因素 及 解 题 策略 形 
成 过 程 的 程序 化 有 密 切 的 关系 . 则 . 般 将 说 过 “直觉 必须 经 过 培养 % 
数学 习题 解 题 策 略 披 能 的 提高 是 咨 祥 在 着 短期 滑 练 程序 呢 y 我 国 
和 和 美国、 伍德 等 国 在 每 年 一 度 的 国际 数学 奥 林 到 充 (IMO) 开 赛 之 
前 , 者 将 选手 集中 起 玉 进 行 短 期 训练 , 其 目的 主要 是 提高 解 题 策略 
技能 , 这 种 短期 训练 事实 上 是 非常 有 北 的 , 不 过 由 于 会 加 这 种 训 纤 
的 选手 力 是 从 全 国 各 抛 通 过 层 层 娘 选 得 到 的 学 生 ， 当 然 氮 乏 代 表 
性 , 而且 这 些 选 手 他 们 往往 已 经 过 三 年 甚至 更 多 年 的 精心 培训 .所 
以 他 们 成 功 不 能 看 成 仅仅 归 刍 为 短期 训练 的 效果 ,一 般 说 来 , 企图 
在 短期 内 提高 解 题 策略 技能 的 训练 稚 序 , 是 难以 取得 成 功 的 . 长 其 
训练 程序 则 不 然 ， 到 .到 . 威 殉 尔 格 伦 曾 在 美国 麻 省 理工 学 院 开 过 
三 件 讲 授 解 同 技 巧 的 深 , RE.S. 殉 拉 奇 非 尔 德 、M.VY. 科 文 顿 等 人 从 
1967 年 起 ,用 一 个 各 叫 " 创 造 思维 程序 ”的 设计 , 开展 有 关 训 练 学 生 
解决 问题 的 研究 ,万 鸭 六 年 之 久 ,这 些 和 都 取得 了 显著 的 效果 ,我 国 中 
学 数学 教学 经 验 和 研究 成 果 告 诉 我 们 , 数学 解 题 策 略 技能 的 提高 ， 
要 与 数学 知识 教学 和 一 般 解 同方 法 密切 地 结合 起 来 ， 主 要 有 以 下 
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st: 
(一 ) 授予 学 生 数 学 各 科 的 基本 理论 、 基本 方法 ， 并 通过 不 斯 
地 应 用 加以 强化 ,这些 基本 理论 和 基本 方法 应 该 是 相互 联系 的 , 形 
- 1 » 


成 一 个 衣 好 的 知识 结构 , “结构 的 理解 能 使 学 生 从 中 提高 他 们 直觉 
地 处 理 问题 的 效果 ”. 《 布 曾 纳 ) 

(二 ) 教学 中 要 强调 数学 术语 和 概念 的 精确 化 , 注意 辨析 近 伺 
屋 念 的 录 则 ,能够 用 自己 的 语言 重新 闻 明 各 种 观念 , 对 于 不 正确 的 
概念 ， 命 题 善于 构筑 反例 , 予以 辨 障 , 培养 对 问题 报 判 的、 怀疑 的 
精神 . 

(三 ) 教学 应 采取 主动 的 接受 学 习 的 方式 , 畏 以 有 指导 的 发 现 
学 习 , 设置 最 近 发 展区 , 形成 一 种 有 利于 再 创造 的 问题 情景 , 在 解 
题 策 略 的 探索 过 程 中 恬 实 行 “ 延 迟 判 断 ”， 和 避免 由 教师 直接 帮 由 所 
策 评 价 ， 而 应 该 启发 学 生 作 出 各 “检索 联想 ”， 尽 量 由 学 生 说 出 过 
程 ,通过 慢 镜 头 分 解 " 提高 学 生 的 思维 目 控 力 。 

〈 四 ) 引导 学 生 从 整体 把 握 问 题 , 鼓励 学 生 大 胆 猪 想 ， 大 步 再 
思维 , 不 懈 地 要 求学 生 归纳 己 演 绎 交互 为 用 , 数 形 结合 , 形象 思维 
与 抽象 思维 协 回 ， 改 变 只 着 演绎 过 程 的 严密 性 而 忽视 直觉 猜想 
的 价值 ， 只 看 运 算 结果 的 正确 性 而 不 间 思 维 过 程 简 捷 性 的 评分 方 
法 . 

五) 考 蝶 和 解 题 案 略 的 适当 分 类 ,选取 眶 型 的 串 以 梓 学 生 摊 受 
的 例题 , 进行 集中 的 分 类 解 题 策 赂 训练 。 

‘六 ) 不 断 揭 示 数 学 的 简单 性 、 对称 性 和 统一 性 , 提高 学 生 的 
审美 能 力 ， 严 格 要 求学 生 , 培养 学 生 的 坚 猴 性 、 勇 慑 性 和 坚持 不 懈 
地 进 求 真理 斤 正 错误 的 恋 度 ， 教 师 以 汪 示 范 , 唤 退学 生 " 判 天 地 之 
美 ， 析 万 物 之 理 ” 的 热爱 科学 的 献 映 精 神 。， 布 鲁 纳 说 .“ 不 愿 或 不 
能 站 现 他 自己 的 直觉 能 力 的 教师 , 要 他 在 学 生 中 惑 励 直 觉 , 就 不 大 
可 能 有 效 .” 
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第 六 草 ”数学 解 题 的 错误 分 析 


对 于 数学 习题 ， 难 道 我 们 可 以 因为 有 了 正确 的 思路 和 解法 而 
忽略 对 错误 进行 分 析 码 。 当然 不 可 以 ， 行 为 主义 心理 学 家 认为 人 
是 在 不 断 地 尝试 错误 中 进行 学 习 的 ， 这 种 学 习 理 论 虽 热 由 于 认 
知心 理学 家 提出 '" 顿 司 * 说 而 显得 不 足 ， 但 是 仍 不 失 为 解释 大 量 学 
习 现 象 的 依据 ， 钱 学 森 说 ， 正 确 的 结果 ， 是 从 大 量 错误 中 得 出 来 
的 ; 没有 大 量 铺 误 作 台 阶 , 也 就 登 不 上 最 后 正确 结果 的 高 座 ， 美 国 
心理 学 家 布 卢 姆 (B. 8. Bloom) 主张 每 个 孩子 者 能够 学 好 , 他 认为 
提高 学 习 质量 的 重要 手段 就 是 教师 按照 教学 目标 对 学 生 进行 形成 
性 测验 , 由 此 发 现 学 生 对 娜 些 题 生 不 能 作出 正确 解答 , 然后 通过 教 
师 或 是 同学 互助 的 办 法 帮助 进行 必要 的 补课 ， 使 他 们 真正 掌握 这 
部 分 内 容 ， 在 学 生 解 答 数 学 习题 的 过 程 中 ， 问 题 不 在 于 是 否 存 在 
着 模 误 ， 而 在 于 教师 应 怎样 正确 对 竺 学 生 的 错误 ， 英国 心理 学 家 
贝 轧 布 里 奇 说 过 , 差错 人 告 有 之 , 作为 教师 不 利用 是 不 能 原谅 的 

对 数学 习题 进行 错误 分 析 的 重要 意义 ， 

1. 它 是 教师 检查 教学 方案 的 执行 情况 , 及 时 地 调整 教学 方案 
的 依据 ， 在 数学 教学 中 , 教师 为 控制 其 进程 不 偏离 教学 目标 , 就 应 
从 数学 习题 的 错误 分 析 效 取 反 馈 信 息 ， 据 此 正确 地 确定 重点 、 难 
点 ， 僻 教学 更 有 针对 性 ， 当 代 著 名 的 数学 教育 家 弗 洛 依 腺 素 尔 在 


第 四 届 国 际 数学 教育 大 会 上 的 演说 中 提 到 一 个 他 教 过 的 十 二 风 的 
女孩 子 , 她 学 过 分 数 , 但 把 -2 约 简 成 于 ， 一 个 意 想不到 的 错误 . 
女孩 子 解释 说 | 16=2x8, 24~3x8, 所 以 得 己 ， 追根 究 源 ， 问 是 


就 清楚 了 , 是 得 时 记忆 的 问题 , 也 就 是 计算 的 中 间 结 果 的 存储 或 再 
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现 中 的 错误 ， 对 于 类 亿 这 样 的 问题 ， 讨 去 弗 洛 依 滕 泰 尔 曾 错误 地 
归 短 于 不 专心 ， 汪 是 他 给 妇 护 布置 作业 ， 用 心算 把 100 以 下 的 整 
数 分 解 质 因数 来 发 展 她 的 短 周 记忆 能 力 , 两 个 星期 以 后 , 这 女 芒 
完成 同样 的 任务 就 没有 困难 了 . 

,全 症 发 展 学 生 昌 昌 我 纠 而 能 力 的 前 导 ， 英国 剑桥 大 学 心 
理学 数 浸 巴特 末 特 说 过 :测定 智力 技能 的 礁 一 最 佳 标准 可 能 是 检 
测 并 据 弃 雇 误 的 速度 . “所 我 纠 错 能 力 是 与 学 生 的 思维 的 正确 
许 . 产 痊 性 .完整 性 和 批 羯 性 密切 相关 的 ， 学 生 能 够 从 数学 习题 的 
第 误 中 , 意识 到 自己 的 思维 过 程 中 的 缺陷 , 自觉 地 实行 控制 , 根据 
解 题 的 需要 ,灵活 运用 各 种 方法 和 技能 进行 思维 操作 , 这 是 提高 学 
生前 思维 能 力 的 一 个 重要 方面 ， 

在 数 尝 解 愿 中 , 学 生起 现 的 错误 是 多 种 多 样 的 , 为 了 有 将 地 利 
用 这 些 詹 误 ,， 只 中 琢 取 教训 ,以便 村 到 纠正 错误 的 目的 , 必须 对 各 
种 蚀 误 进行 分 析 与 归 类 .但 是 由 于 产生 错误 的 个 因 的 复杂 性 和 错 
误 的 表现 形式 的 多 撩 性 , 因 陛 按 不 同 的 分 类 标准 ,可 以 对 错误 作出 
不 同 的 务 类 .比如 按 个 体 发 生 解 题 错误 的 频 发 程度 ， 可 和 分 为 一 员 
性 错误 和 侦 然 性 错误 ; 按 群 体 发 生 解 题 错误 的 范围 大 小 , 可 分 为 普 
饥 性 稍 误 和 个 别 性 错误 ， 举例 来 说 ，1981 年 全 国 高 等 学 校 招生 理 
科 数 学 第 八 题 , 是 一 个 较 难 的 立体 几何 问题 ( 见 本 书 第 60 页 )， 该 
是 讶 分 为 18 分 ,根据 浙江 省 的 抽样 统计 ,在 600 份 试卷 中 得 0 分 
的 有 1655 人 , 得 1~5 分 的 又 有 118 人 ,全 题 得 分 率 仅 为 针 多 ,是 
该 次 考试 中 得 分 宰 景 低 的 古 月 . 考生 的 错误 主要 是 缺乏 空间 观念 ， 
有 的 把 立体 图 当 作 平面 医 , 有 的 不 知道 异 面 直线 的 交 前 , 有 的 不 知 
道 喜 线 与 平面 的 交角 , 这 类 错误 不 仪 在 范围 上 具有 普 党 性 , 面 且 发 
生 锯 误 的 原因 是 有 同一 性 , 这 是 普遍 性 错误 的 本 质 特征 , 根据 这 一 
分 析 得 出 结论 ， 立 体 几 何 是 当时 浙江 省 中 学 数学 教学 中 比较 薄 纶 
的 环节 , 必须 加 强 . 
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分 类 问题 的 顺利 解决 ,不 羽 具 有 理论 意义 , 而 且 基 有 重大 的 教 
学 实践 意义 ， 要 防止 学 生 重 犯 解 题 中 的 错误 ， 必 须 从 对 错误 进行 
分 类 开始 , 正确 诊断 , 才能 药 到 病 治 . 为 了 有 利于 教师 设计 和 选择 
克服 铺 误 的 教学 方法 ， 我 们 将 从 学 生 的 认 知 生 构 方 而 的 原因 对 解 
题 错误 加 尽 分 类 , 当然 , 进行 这 拌 的 分 类 , 要求 完全 准确 是 困难 的 ， 
这 一 方面 是 因为 发 生 错 误 的 原因 常常 是 交织 的 ， 另 一 方面 是 妈 使 
对 同样 一 种 错误 胡 现 , 我 们 也 需要 对 具体 问题 作出 具体 分 析 ， 如 
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对 于 一 个 小 学 高 年 级 学 生来 说 , 计算 发 生 困 难 , 其 原因 是 没有 学 提 
分 数 加 | 法 法 则 ; 而 对 于 一 个 企图 通过 心算 得 出 结果 的 大 学 生来 说 ， 
如 果 发 生 困 难 ,其 不 因 则 是 由 于 短 觅 记忆 和 容量 的 不 足 , 后 者 只 要 和 
用 笔算 辅助 ,就 可 以 得 出 正确 银 果 . 

由 于 数学 解 题 的 错误 其 终极 表现 必然 反映 在 知识 上 ， 因 此 沫 
少 论 者 者 把 它们 看 成 是 知识 性 的 ， 企 必用 知识 性 的 销 误 去 概括 一 
切 ， 其 实学 生 认 向 结构 包括 知识 结构 和 认识 结 构 两 个 方面 ， 当 学 
生 的 认 知 错 构 不 能 同化 他 所 接触 的 题目 时 , 就 发 生 解 题 错误 , 因此 
数学 解 题 错误 的 原因 ,除了 学 生 的 知识 结构 不 完善 之 外 , 还 应 该 考 
虑 到 学 生 的 认识 结构 .下 而 我 们 分 知识 性 错误 .逻辑 性 错误 、 策 略 
性 错误 .心理 性 铺 雇 等 方面 分 别 加 以 探讨 . 


第 一 太 知识 性 错误 


知识 性 错误 是 拱 学 生 对 基 些 有 关 知 识 理 你 涉 清 , 运用 不 当 , 因 
此 未 能 正确 陈述 解 题 过 程 和 结论 而 导致 般 误 ， 其 主要 开 现 有 : 

一 、 不 能 正确 理解 题 意 

理解 题 意 是 正确 解 题 的 前 提 ， 正 确 理 解 题 意 就 是 将 题目 所 提 


，|43 ， 


供 的 信息 全 部 消化 接收 并 进行 分 解 和 编码 ， 如 分 清 题 目的 “已 知 ” 
与 未知” “条 性 ”与 “结论 ”"， 透 彻 地 理解 其 中 每 个 概念 的 含义 ， 
揭示 它们 之 则 的 联系 ， 消 除 似是而非 、 顾 噬 失 彼 的 思想 状态 .有 
时 仅 届 由 于 题 意 理解 中 的 一 字 之 差 , 在 解 题 过 程 中 就 会 面目 全 非 。 
如， 

1, pp 是 人 征 必 数 民 时， 方程 二 pz 一 3=0 与 2 十 一 pp 十 1 = 人 0 
有 和 且 仅 有 一 个 公共 根 ， 并 求 出 公共 根 ， 

2. 如是 什么 数 人 惜 蛙 ， 方 程 呈 十 pz 一 3=0 富生 一 pgp 十 1=0 
有 公共 根 , 并 求 出 公共 报 ， 

这 两 个 题目 的 区 别 仪 在 于 前 者 两 个 方程 “有 且 私 有 一 个 公共 
根 ,后 者 “有 公共 根 ” 即 至 少 有 一 个 公共 根 , 因 丝 它 们 的 和 解 管 是 ,前 
者 : 当 p= 一 2 时 公共 根 为 一 1; 后 者 ; 当 p= 一 3 时 公共 根 为 一 十， 
当 必 一生 时 公共 根 为 一 3 芋 \ 7 ， 如 果 不 弄 清 两 者 的 不 同 ， 就 会 导 
臻 错误， 又 如 ， 

【 例 1 8 个 人 从 左 到 右 站 成 一 排 ,其 中 甲 站 在 普 位 或 乙 站 在 
末 位 的 排 法 有 多 少 种 ? 

错 解 : 里 站 在 首位 乙 不 在 末 位 的 排 法 有 3* 记 种 ; 乙 站 在 来 位 
甲 不 在 首位 的 排 法 有 Ca. Ps 种 ， 故 本 题 的 解答 为 

C3 Ps 十 CO 30( 种 ). 

上 述 解法 的 错误 就 在 于 将 可 菲 的 “或 ”理解 成 为 不 可 兼 的 
“或 ”实际 上 上 度 分 为 下 列 三 种 情况 考 虚 ; (办 里 站 在 首位 乙 不 在 末 
位 ; (22 乙 辣 在 末 位 甲 不 在 首位 ; (3) 甲 站 在 首位 市 且 忆 站 在 末 位 . 

二 、 概 念 、. 性 质 混 江 不 清 

常见 的 表现 有 ,; (了 邻近 概念 辨别 不 清 ; (四 基本 数学 概念 理解 
不 透彻 | (3) 定 义 ,、 淹 定 定理 和 性 填 定理 区 别 不 开 ， 

【 例 2】 化 简 w 本 3 一 2 了 3 十 1. 

错 解 ; ~ 182 3 一 2jg3+1 = (le3—D)”=lg3—1, 


+» 344 。 


发 生 上 述 错误 有 两 种 避 能 的 情形 ，(1) 对 算术 根 的 概念 不 清 
楚 ; (2) 虽 然 知 道 ~ 3 一 了 ”表示 Qlg 3 一 J)* 的 算术 平方 根 ,但 由 
于 对 常用 对 数 的 性 质 不 清楚 , 误 认为 3 一 1>0, 

[ 例 3 求 极限 CVw+1 一 Vw 一 DD. 


锚 解 : lim (~ nl v1-o0—o0—0. 


上 述 错误 是 将 数学 记号 “coo” 当 帮 有 限 数 ， 应 用 有 限 数 的 运算 
法 风 而 引起 的 ， 正 硕 解 法 ， 


少 
lim a nl -lim 
( ) nm A 十 1 十 vn 一 1 


-lf 二， 一 一 一 -一 一 一 一) 
| Vit Vi 


lim2.lm . 
Nh 1 
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三 、 忽 视 公 式 、 定 理 成 立 的 条 件 

形式 地 记忆 公式 定理 , 对 公式 .定理 的 本 质 缺 乏 深刻 理解 , 因 
此 不 考虑 是 寄 具 备 频 有 条 件 , 生硬 地 加 以 套用 . 

[ 例 4] 求 函 数 g=z 十 pw 十 44p, gE 记 的 最 小 值 . 

错 解 , 由 二 次 函数 求 最 小 值 公式 可 知 , 当 中 = 一 各 时 , gan 
dg— 

二 一 ， 

将 二 次 函数 求 最 小 值 的 方法 推广 到 双 二 次 画 数 是 不 当前 ， 实 
际 上 , 当 名 之 0 时 ,不 在 在 ”一 一 p 的 情况 , 正确 解法 : 

将 函数 变形 为 


uy 史 ，42 一 了 
y-( + 生 ) 二 于 


二 二 本 





3 3 | 好 和 一 人 
i 及 适口 时 | 各 的 最 小 值 是 0,， 得 wa 一 一: 到 p> 人 0 
时 ， 28 .| 多 | 的 最 小 值 是 与 ,得 War. 一 4. 





[ 例 国 设 数 列 16.} 的 前 ww 项 之 入 ,一 3* 一 2 十 人， 求 数列 
的 通 项 公式 .. 

错 解 ; 所 求 的 通 项 公式 为 

1 一 六 ,一 局 :一 (3 一 2 十 40) 一 (8 一 2 十 40) 
一 2X31T— 9" 1 

上 述 解 符 的 错误 在 于 公式 an 一 局 ,一 局 1 成 立 的 条 件 基 n>2， 
当 % 一 工时 未 几 成 立 ， 实 际 .Fw 一 上 时 ,本 一 的 一 3 一 3 十 和 一 4 而 
得 时 3X3t 一 久 - 一 2 一 工 一 工 


十 9 和 ， 急 
t 例 | 6] 求 极限 lm 一 一 一 一， 


DA 3g 
错 解 ，Jin 二 +2 -+ 十 十 中 
ho 凯 


i 
一 出 十 -总 十 己 二 于 总 一 心 
上 述 解法 中 存在 两 个 问题 , (了 将 (有 限 个 有 极限 的 } 数 狮 极限 
的 运算 法 则 错误 地 推 双 无 限 个 的 情形 ; (2) 误 以 为 无 限 个 以 0 为 极 
限 的 量 ( 无 穷 小 量 ) 之 和 仍 为 0， 一 般 地 说 ， 求 含有 有 限 和 形式 的 
表达 式 当 w->co 时 的 极限 ， 应 先 用 求 和 公式 加 以 变形 


第 二 节 商 辑 性 错误 
逻辑 性 错 避 是 指 学 生 在 解 题 中 由 于 违反 逻辑 思维 的 形式 和 规 
律 而 产生 的 错误 ， 逻 辑 性 错误 本 质 上 也 是 知识 性 错误 ， 但 是 究 其 
导致 错误 的 知识 言 点 主要 不 在 于 数学 而 在 于 逻辑 ， 逻 辑 性 错误 的 
4 ， 


常见 考 现 有 ， 

一 、 虚 起 论据 

真实 的 论据 是 论证 的 首要 要 求 ， 以 虚假 的 命题 作为 推论 的 依 
据 , 违反 了 逻辑 思维 的 充足 理由 律 . 

【[ 例 ?] 已 知 M5，~/ 入 是 无 理 数 ， 求 证 V5 十 V7 是 无 理 
数 . 

错 解 ; 由 己 知 w 5， 了 是 无理 数 ， 因 为 无 理 数 之 和 是 无 理 
数 ,所 以 5 十 7 了 是 无 理 数 ， 

这 里 的 “无 理 孝 之 和 是 无 理 数 "是 一 个 虚 盆 论据 ， 我 们 很 容易 
举 出 反例 ， 如 v3 和 一 v3 都 是 无 理 数 ， 但 它们 的 入 3 十 
(一 3) 一 0, 0 不 是 无 理 数 .解决 本 题 的 正确 方法 是 用 反 证 法 ， 

二 ， 偷 搞 概 念 

[ 饮 8】 已 知 m 为 有 理 数 , 问 上 为 何 值 时 方程 一 2C(8m-+1)w 
十 (8 -2m 一 388) 一 站 的 根 是 在 理 数 ， 

错 解 : 要 使 方程 的 根 是 有 理 数 , 它 的 判别 式 

4 一 [213o2 十 1]3 一 4 和 48 十 2 一 881) 
一 和 4fo22 二 4m 十 1 十 3 
必须 是 完全 平方 式 ， 也 就 是 必须 方程 的 4=0 时 有 两 个 相等 的 实 
根 . 于 是 
由 一 43 一 4 人 1+31 一 19(1 -一 有 =0, 
.EF=1] 

上 述 解 法 中 把 "有理 数 的 平方 ”说 成 “完全 平方 式 ”, 偷 换 概 念 ， 

违反 了 逻辑 思维 的 同一 律 ， 实际 上 ， 我 们 只 要 有 4= 六 (mw 为 有 理 


数 )， 从 而 有 一世 (0 一 4 一 16m 一 多. 
三 、 分 类 不 当 
分 类 是 揭示 烽 念 外 延 的 多 句 方 法 ， 解 答 数 学 习题 时 经 常 需要 
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分 类 讨论 , 分 类 讨论 要 依据 形式 逻辑 中 关于 概念 划分 的 规则 ，() 
划分 应 汉 是 相应 相称 的 ， 即 划分 所 得 药 子 项 的 外 延 的 总 和 应 该 等 
于 母 项 的 外 延 ; (每 次 划分 应 当 按 照 同 一 标准 进行 ， (3) 划分 的 
子 项 必须 互 粗 排斥 ， 妈 划分 的 子 项 的 外 延 之 间 必 须 是 不 相 窒 的 并 
列 关系 , 不 能 是 交叉 关系 或 从 属 关系 ; (外 划分 应 当 按照 层次 逐 级 
进行 . 


(o>0,8>0，& 兰 1，3 沁 1} 的 
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【 例 9] 求 函 数 J 
定义 域 . 

檬 解 : 和 gp>0 在 着 5 于 1 时 ， v>1lognb b>0); = 
>0, gg 关 1, 大工 时 ， vlogek\k >0), 

上 述 解 管 没 有 考虑 4=5 时 的 情况 ， 同时 对 于 a>8, 4<5 的 
情况 下 , 没有 进一步 就 >0, -<0, 记 一 0 进行 讨论 ， 因 此 犯 了 “分 
类 不 全 ”的 销 误 , 

1984 年 全 国 高 等 学 校 招生 理科 数学 第 四 题 ，“ 三 个 平面 两 两 
相 区 ,有 三 条 光线 ,证 明 这 三 条 交 线 互相 平行 或 变 于 一 点 , ”有些 考 
生 采 用 反 证 法 ,提出 原 命 是 结论 的 及 面 ,“ 如 果 这 三 条 交 线 琶 不 互 
相 平 行 又 不 芝 于 一 点 .” 但 都 因 分 类 不 当 , 未 能 把 命题 结论 反面 前 
一 切 情 沉 脆 不 遗 注 又 不 重复 地 州 出 来 ,然后 逐一 如 以 否定 , 犯 了 论 
证 不 完全 前 钳 误 . 

分 洋 不 当 的 一 个 常见 表现 是 以 偏 硫 全 .和 扰 视 特例 , 这 和 学 生 解 
题 时 的 分 类 意识 不 强 . 思 考 问 题 不 周密 有 关 , 如 一 个 有 关 三 角形 的 
命题 , 本 来 应 该 从 锐角 三 角形 、 钝 角 三 角形 、 直角 三 角形 三 种 情况 
染 考 虚 , 却 只 考虑 锐角 三 角形 这 一 种 情 襄 ; 解 题 时 没有 注意 到 方程 
y 一 82 二 4 不 能 圾 未 和 4 轴 垂 直 药 直线 ， 等 等 . 

站、 逢 环 论 证 

循环 论证 总 是 相对 于 一 定 的 理论 系统 而 言 前 ， 在 一 定 的 理论 
“了 43 。 


系统 中 , 存 证 明 命 题 A 时 , 用 了 命题 B 的 家 实 性 作 根 据 , 而 在 证 明 
命 局 B 时 又 用 命题 & 的 真实 性 作 根据 , 那么 命题 上 的 证 明 就 犯 了 
循环 论证 的 错误 . 如 对 我 国 现行 中 学 数学 课本 这 一 理论 系统 而 言 ， 
假 证 有 人 在 证 明 色 最 定理 时 用 余弦 定理 作 依据 ， 而 实际 上 余 基 定 
理 的 证 明 是 以 色 股 定理 为 依据 的 , 这 样 , 勾 股 定理 的 证 明 就 犯 了 轿 
环 论 证 的 错误 ， 上 面 这 一 对 循环 论证 的 议论 还 是 描述 性 的 ， 下 面 
用 较为 精确 的 语言 予以 定义 . 

我 们 知道 每 个 证 明 都 是 由 论题 、 论 据 和 论证 所 构成 的 论题 
页 是 真实 性 需要 确定 的 那个 命题 ;论据 是 证 明 论 题 真 实 性 所 根据 
的 真 命题 ; 而 论证 则 是 论题 与 论据 之 间 的 联系 方式 , 具体 表现 为 引 
用 论据 得 出 论题 的 扒 吾 形式 ， 关 于 论据 , 必须 满足 下 列 两 条 要 求 . 

1 。 论据 必须 真 洋 ; 

2 .论据 的 真实 性 不 能 依赖 论题 的 真实 性 . 

违反 上 述 尖 于 论据 的 规则 的 第 2 条 ， 即 论据 的 真实 性 依赖 论 
题 的 直 实 性 的 馆 胡 错误 , 叫做 循环 论证 ， 

在 证 明 中 , 论题 要 由 论据 推出 , 如果 论据 又 要 由 论题 推出 , 这 
实际 上 职 是 论题 出 论题 本 身 推 册 ， 所 以 一 个 币 环 论证 并 没有 真正 
证 刚 要 证 明 的 论题 . 

【 例 10j 已 知 四 边 形 4BOD 中 , 召 , 殖 分 别 有 是 过 4 BO 的 
中 点 ， HP== (AB+ DO). 求证 4By DO 


错 证 : 用 反 证 法 ， 

公设 4B 痰 DO, 则 4BOD 不 是 以 4B 为 底 的 梯形 ， 办 此 两 腰 
中 点 连 线 不 等 于 上 、 下 底 之 和 的 一 半 , 即 瑟 P%¥ 二 (4B+ DO)， 这 
与 已 若 条 性 BF (AB 二 DO) 相生 盾 , 所 以 ABY DO. 

上 述 旗 明 中 ,论据 “48 炙 DO 才思 光 三 (4B+DO)” 就 是 论 


=" 1 » 


nD C 

光一 pay 

a B 且 B 
图 6-1 图 人 2 


据 “P 一 二 (4B+DO) 地 4B8/ DO” 的 道 否 命 题 ， 而 逆 否 命题 与 


原 命题 是 等 价 的 , 它 的 真实 性 又 依赖 于 原 命 是 的 真实 性 , 因而 是 循 
环 论证 , 为 了 如 免 这 一 错误 , 可 采取 下 列 证 法 : 如 图 6-2, 取 对 角 线 
DB 之 中 点 昌 , 连接 及 全 与 8G, 则 由 BG= = AB, FG DO, 
可 得 BG+ FG —=(AB-+ DO) 一 用 也 ， 所 以 避 点 在 加 PF 上 ， 于 
是 ABYEF /DO 
上 面 我 们 提 到 , 循环 论证 是 相对 于 一 定 的 理论 系统 而 这 的 , 如 
果 在 我 国 现行 初中 平面 几何 课本 中 , 在 学 生 学 习 “ 道 否 命题 与 原 合 
题 等 价 > 之 前 , 对 下 列 题 目 ， 
几 反 证 法 证 明 , 在 同 圈 中 ,如 果 两 条 辟 不 等 , 那么 它们 的 芝 心 
B 中 也 不 等 ， (初级 中 学 课本 «几何 第 二 
[及 一 及 3 第 96 页 ,人 民 教 育 出 版 社 1984 年 10 
A 月 第 工 版 ) 
c 作出 这 样 的 证 明 ， 
~ 如 图 6-8, 很 设防 心 距 O80OF, 因 
为 在 同 图 中 , 如 果 两 条 玫 的 纺 心 距 相等 ， 
图 人 3 那么 这 两 条 弦 相 等 ， 妈 4B=0D, 但 这 
与 题 设 汪 因 ， 所 以 OB 了 OF. 
上 述 证 明 , 因为 并 未 涉及 “ 送 否 命 古 与 原 俞 题 等 价 " 这 一 命 是 ， 
并 且 作 为 论据 的 命题 的 真实 性 都 是 前 面 已 经 证 量 了 的 ， 也 就 是 做 
» HS50 


到 了 步 步 有 据 ， 所 尽 这 翌 的 证 明示 犯 循 环 论证 的 错误 ，. 
五 、 不 等 价 灾 摘 
在 茶 些 求解 题 中 ， 由 于 对 作为 解 题 做 据 的 命题 进行 不 等 价 恋 
换 , 角 导 致 毛 集 的 缩小 或 才 大 , 这 古 极 为 带 见 的 一 种 逻辑 请 误 ， 
《一 ) 用 充分 条 件 代 替 , 解 集 可 能 缩小 ”现在 来 看 下 出 ， 
[ 例 I1]】 解 不 等 式 logss(3¢ 一 了 了) 之 0. 
钉 解 : 只 村 解 不 等 式 组 


了 由 
TI 和 
\D | 


由 此 得 > 全 ， 即 原 不 等 式 的 佣 集 是 ( 子 ，+oo}， 
在 上 述 解 法 中 , 不等式 组 (DD) 是 原 不 等 式 成 立 的 充分 条 件 而 非 
必要 茶 性 . 实际 上 
Dd] 
OBw—Il<l1, 
也 就 是 说 ， 原 不 等 式 的 解 集 是 不 等 式 组 (DD 己 及 (TD 的 解 集 的 并 
集 , 因此 上 述 解 法 就 遗漏 了 《IT) 的 解 集 : ( 言 ， 元) 
(二 ) 用 必要 条 件 伐 蔡 , 解 集 可 能 扩大 ”现在 来 看 下 例 ， 
[ 例 12】 设 4>0， 且 w+ 十 2 十 一 个 印 角 三 角形 的 三 
错 解 ; 因为 4 二 22> 二 1>g， 设 三 角形 的 印 角 是 w， 则 a 必 为 
ot+2 的 对 角 ， 由 余 苞 定理 


et Cut) 一 人 CE 十 32 6 一 3 
320 (mt 1) 26 


得 a 的 到 全 范围 为 (0, 33). 
让 我 们 检验 一 下 , 令 4=1, 则 6 十 1 一 2，6 十 2 一 3 此 时 有 十 
(6 十 1) =g 十 2, 不 能 构成 三 角形 ! 实际 上 coga<0 仅 是 “6，5 十 十 
。 151 。 


lopaaf32 一 二 (esyfTI) 或 {IT) | 


由 一 < 人 0， 


% 十 当 是 一 个 印 角 三 角 湛 的 三 边 ” 的 必要 条 件 而 非 充 分 条 件 . 正确 
的 解法 应 该 是 


心心 ， 
(i 91 8+3 龙 一 个 )» 生 十 【8 十 二 > 十 
钝 角 三 角形 的 三 边 oogm< 0 


由 此 得 的 取 值 范围 为 (1, 3)， 

[ 倒 18] 已 知 方程 3 二 (mw 一 名 ww 十 5 一 m%=0 的 两 根 都 大 于 
2, 求 实数 澡 的 取信 范围. 

铺 解 ; 设 方 程 的 两 根 为 mw, 8, 则 由 已 知 w 汪 32, B82, 由 此 得 

二 B= (2) > 本 
od=5— m4. 

青 考 虚 4 一 (一 鸭 3 一 405 一 办) =m 16>>0. 
由 上 面 沽 个 式 子 得 史实 一 生 即 笃 的 取 值 范围 为 (一 22， 一 外 . 


,ss : 昌 | | 但 是 出 
上 述 解 法 的 错误 在于， 虽然 8~2 m8>4,， 全 
已 二 ， 2 国 
| A 却 不 能 扒 岂 | 因此 犯 了 将 必要 条 件 代 瑚 充 要 条 
op >4 B>2, 


件 的 错误 ,其 结果 是 扩大 了 解 集 。 如 令 吧 = 一 于 满足 史实 一 生 但 
是 此 时 原 方 程 为 及 一 75 十 10 一 0, 其 两 根 为 3, 5， 并 不 满足 “都 大 
于 全 的 要 求 。 实 际 上 ， 本 题 的 正确 解答 是， m% 的 取信 范围 为 


(~b, —4]. 
2 Qt 后 > 和 
sf 


为 了 入 清 错误 原因 分 析 中 提 到 的 | 与 [0 ”的 不 


等 价 性 , 我 们 上 带 助 寺 疼 像 再 加 以 说 明 , 注意 到 
o>0, 

人 

| os SB>0; 80 

aB>4 wt 8> 4 gd 

让 生肖 


= Eds 


a9. 
(因为 B84 时 必 有 a 二 B22、 a8 二 2v 生 == 拉 而 游 由 | 


启 盖 了 
o> 0, 
的 点 在 图 6-4 中 的 中 (射线 阴影 部 分 )， wa 的 扩 在 图 6-4 
oa> 4 


中 的 图 (点 阴影 部 分 )， 两 者 并 不 一 致 ， 我 们 可 以 得 到 点 (m 8) 在 
全 一 点 (e 9 在 二 ,但 逆向 推出 关系 是 不 存在 的 ,名 全 ae， 6 > 2， 
B>23}c{(o, 有 )|e0, 月 >0，a8 Bh , 

> 各 ,这 充分 地 说 明了 解 集 扩 大 的 原 


因 . 
通过 本 例 的 分 析 , 我 们 看 到 , 用 集合 ~ 
观点 来 考察 由 于 不 等 价 变换 而 导致 解 集 。 -| 


的 第 小 或 扩大 的 原因 ， 是 比较 方便 和 容 
萄 理解 的 .一 般 地 , 我 们 用 2 表示 讨论 问 
题 的 某 种 对 象 ,pL%) 表示 对 每 % 具 有 基 性 质 p，{z|p(lw)} 表 示 具 有 
性 质 加 的 夺 象 s 的 集合 . 如 果 
PEINL), 

而 且 扎 之 由 9 (2) 不 能 推出 p(w), 那么 pC 是 9(29) 的 充分 而 非 必 
要 条 人 性 ,gy(@) 是 p(w) 的 必要 而 非 充分 条 性， 从 而 大 Exp(z)}， 
必 有 wr te|gqtw)}; 而 且 必 定 存 在 2 Elis|gtr)}, 从 2 和 皇 {wlg 
C22)}。 所 以 {wpCs)} 是 {zt|gt2)} 的 真 村 集 ， 这 束 说 明了 , 在 解 题 
过 程 中 ,车 以 p( 疏 代 蔡 glwm), 解 集 必 定 缩小 ; 反之, 若 以 g(tw) 代 寺 
DPC) , 解 集 必 定 扩大 ， 


图 54 


第 三 节 策略 性 错误 


探索 性 习题 稻 问 题 人 性 习题 的 解决 不 能 依 圣 回 定 的 模式 ， 而 需 
"ids 


要 首先 制定 解 题 策略 ,因此 ,对 于 这 两 类 习题 , 解 古 策 略 的 正确 制定 ， 
是 和解 题 顺 利 进行 的 先 次 和 条件， 主体 对 基 个 数学 习题 的 熟悉 程度 越 
低 , 策 上 略 寻 找 的 意义 威 就 大 ,一 个 数学 习题 的 解决 ,当然 可 能 采取 多 
种 不 同 的 策略 ， 如 西蒙 就 研究 过 解决 河内 塔 问 题 的 四 种 不 同 的 解 
般 尝 略 , 目标 地 归 尝 上 略 , 知觉 策略 、 模 式 策 略 和 栅 械 记忆 策略 , 并 对 
这 后 称 腔 略 的 佐 禾 如 以 夏 较 . -一 个 好 的 策略 不 仅 可 能 使 解 题 过 程 
明快 .利落 ;思维 合理 而 经 济 , 具有 事半功倍 的 人 必用, 而 且 还 可 能 诀 
定数 学 习题 的 最 终 解 决 . 

我 们 这 里 所 谤 脓 略 性 鱼 误 有 两 种 梢 有 区 细 的 会 尽 ， 可 以 指 一 
种 筑 咯 产生 错误 的 导向 , 因而 未 能 使 问题 得 到 解决 ; 也 可 以 指 一 种 
党 略 遇 是 地 增加 了 解 题 过 程 的 难度 和 和 长度， 如 果 加 上 时 间 限 制 这 
个 因 勾 ， 问 题 也 很 可 能 因此 而 担 不 到 解决 . 下面 分 述 策略 性 错误 

一 、 不 能 正 蒋 识别 樟 式 

廿 票 、 纪 威 尔 等 人 从 本 址 纪 五 十 年 代 起 , 以 篆 息 加 工 观 点 对 人 
解决 问题 的 过 程 进行 了 一 系 询 研 究 ， 得 出 人 所 面临 的 问题 的 大 多 
数 问题 是 通过 神 陈 识别 来 解决 的 . 据 此 , 施 铁 如 就 解 代 数 方程 应 用 
题 的 模式 识别 进行 了 实验 (1984)， 让 学 生 识 别 一 个 新 的 代数 方程 
应 用 题 属 本 哪 一 类， 然后 以 此 为 索引 在 记忆 贮存 中 提取 相应 的 方 
法 , 这 朗 是 模式 挫 认 ， 施 铁 如 认为 “ 拓 认 的 正 衫 与 否决 定 着 所 提取 
的 方法 合适 与 否 ， 从 而 出 就 决定 着 解 题 铺 果 的 正确 与 否 ” 中 

【 例 14] 妈妈 去 商店 买 布 ,所 带 前 钱 刚 好 可 买 某 种 最 好 的 布 
2 米 ,或 次 布 3 米 ,她 决定 两 种 布 习 同样 多 的 米 数 ， 问 最 多 名 能 丑 
几米 ? 

此 题 局 工程 问题 , 关键 是 把 所 带 的 钱 数 看 作 总 体 1， 但 一 些 被 
试 者 由 于 不 能 正确 辨认 模式 . 汝 而 未 能 导致 问题 的 解决 , 下 而 是 两 

[1] 施 饶 如 * 解 代数 应 六 题 的 认 知 棱 芭 3?,* 心 建 学 报 31985 年 第 3 项. 
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个 被 试 者 的 口述 记录 : 

4: “这 买 一 半 , 那 买 一 准 … 钱 数 不 同 ， 各 买 一 半 不 行 . 2 比 3， 
两 个 比 无 总 数 不 行 ， 歇 ,不 知道 总 钱 数 , 知道 总 钱 数 就 可 以 知道 ,” 

主 试问 , “此 题 像 什么 类 型 ?” 

6 答 ;“ 按 出 例 分 配 .” 

主 试 问 : “如何 分 配 ?” 

6 管 :分 不 了 , 设 总 数 .” 

这 里 错 认 模式 ， 束 手 无 党 . 

咏 “类 ※ 数 相同 ， 设 所 带 的 线 数 为 2&， 不 是 ， 庶 最 好 布 为 光 元 ， 
2xw， 不 是 ， 相 同 的 长 度数 ， 所 带 的 钱 为 2, 2 米 就 是 求 每 米 多 少 
钱 , 多 、 又 不 行 , 相同 的 米 数 ,能 买 几米 ? 相同 米 数 ， 每 米 为 2, 22 
就 是 所 带 的 钱 数 .… 设 最 好 的 布 每 米 价 钱 为 ，22 是 所 带 的 
独 数 ，20 一 … 设 一 共 带 2 元 ， 字 就 是 好 布 每 米 价钱 ，、《〈 划 掉 ) 不 
行 , 

4 只 是 在 作 反 复 的 尝试 、 搜寻 .、 修正 , 而 没有 从 识别 类 型 来 考 
开 ， 即 使 继续 艇 下 去 或 许 有 可 能 做 出 解答 ,但 毕竟 非常 县 烦 ， 

【 例 巧 ]】 Go，……, 所 为 实数 ,如果 它 们 中 任意 两 数 之 利 非 
负 , 那么 对 于 狂 足 

抽 十 %g 十 十 区 一 
的 任意 非 负 实 类 29，…，2r 有 相等 式 
Ee Te 

成 立 。 试 证 之 ， 

本 题 是 1986 年 在 南开 大 学 举办 的 首届 全 国 中 学 生 数 学 冬 信 
营 试 题 , 具有 多 种 解法 、 对 于 这 样 一 个 和 自然 数 %w 有 关 的 命题 ,在 
许多 情况 下 可 以 飞 用 “以 退 求 进 "的 解 题 策 略 , 即 先 看 看 % 一 2, % 一 
3 的 时 候 , 命题 是 怎样 证 明 的 , 然后 推 向 一 般 , 如 n=2 时, 和 欲 证 个 题 

655 + 


日 科 二 49330001 二 022 可 变形 为 diea(1 一 o) 十 daoa 人 一 00 联 
了 系 已 天 条 件 1 十 光一 4， 上 式 可 变 汶 (gi 二 83) 1Xa 这 上 0， 疆 式 显然 成 
立 。 个 推 回去 , 就 可 得 到 要 证 的 不 等 式 ， 根据 这 一 m% 一 2 时 的 特殊 
箭 部 下 的 证 题 思 路 ,可 知 证 明 本 题 的 一 般 结 论 , 要 用 到 

1 z= Sw, 


实际 上 ， 运 用 这 种 “以 退 求 进 * 策 略 的 学 生 ， 大 多 数 都 解 出 了 这 个 
圳 日， 但 是 参加 冬令 昔 的 大 多 数学 生 , 却 从 “数学 归纳 法 可 以 证 明 
关于 日 然 数 呈 的 命题 “这样 一 种 考 虞 出 发 ,企图 用 数学 归纳 法 来 证 
明 本 题 ， 结 果 上 只 有 极 个 别人 得 出 正确 结果 中， 这 说 明 大 多 数学 生 
缺乏 识别 模式 的 灵活 性 , 他 们 所 采取 的 解 题 策略 是 不 正确 的 . 

二 、 缺 乏 整 钵 观念 

探讨 解 题 策略 必须 有 了 明确 的 目的 ， 也 就 是 如 何 实现 题 日 的 整 
体 要 求 , 在 一 些 情况 下 整体 要 求 的 实现 未 必需 要 有 把 它 “ 尽 可 能 地 
分 成 网 小 的 部 分 ”的 过 程 . 恰恰 相反 ,如 果 你 共 各 个 细小 的 部 分 逐 
一 考虑 , 肥 而 会 陷入 繁复 计算 和 恼人 人 的 迷津 之 中 ， 

【 例 16] 有 下、 乙 、 再 三 种 货物 , 着 购 甲 3 件 , 乙 7 件 , 丙 1 
件 , 共 贿 3. 二 元 ;和 若 购 利和 4 件 ， 乙 10 件 ,再 工件 , 共 需 4.20 元 . 贡 
在 购 甲 、 乙 .两 各 一 件 共 需 案 少 元 * 

本 是 是 1985 年 全 国 各 省 市 自治 区 初中 数学 联赛 试题 . 根据 
浙江 省 一 个 地 区 参加 竞赛 的 学 生 情 况 来 看 ， 未 能 解 出 的 学 生 中 ， 
90 多 以 上 基因 为 设 购 甲 、 乙 . 西 一 件 各 需 z 元 , 8 元 ,# 元 ,得 

37+ 7 3.16; 
(ri 
然后 企图 单独 求 出 ww, y,，#, 发 现 两 个 方程 中 有 三 个 未 知 数 ， 感 到 
条 性 不 足 , 而 题 日 中 又 不 可 能 再 列 出 第 三 个 方程 , 只 好 放弃 ， 朋 显 


加 用 数学 归 绢 法 证 明 的 方 污 见 常 让 否 站 首 诗 全 居中 学 生 数 学 稚 念 营 竟 赛 斌 题 讲 
评 >, 数学 明生 ?TI9886 年 第 5 期 ， 
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地 看 到 这 些 学 和 未 避 开 zw， 妨 “这 些 非 必 求 的 成 份 ， 不 能 将 z-+Y 
十 g 大 成 一 个 整体 , 化 上 述 方程 纽 为 
3 十 3 sty =8.15, 
{Cra rer = 4.20, 
直接 求 出 十 YAg 一 了 ,05 元 ) 
、 不 葡 于 从 反问 思 考 

一 此 数学 习题 , 从 不 问 思考 不 易 甚至 元 法 解决 , 反 向 局 考 合成 
为 合理 的 解 题 策略 , 在 这 和 草 情 况 下 ,如果 主 体 不 善于 从 正 向 转 为 反 
癌 轧 海 , 即 分 析 过 程 由 闫 向 转 为 北 向 , 结果 处 理由 直接 肯定 转 为 排 
除 反 商 , 证 题 方法 由 直接 证 法 转 为 反 证 法 , 这 样 , 就 必然 产生 策略 
性 的 失误 . 

[ 例 17] 著 %, 3, 6 都 是 奇数 ,证 明 方程 

wt e+ = 人 0 

不 可 能 存在 有 理 根 ， 

十 面 是 学 生 8 解 此 题 的 思 活 过 程 的 记录 

方程 的 两 根 是 -一 一 一 二 小 一 490， 如 果 是 有 再 数 的 话 

~ 9 一 4ao 就 应 该 是 有 理 数 ,… 如 一 4ae 就 得 开 出 来 …, 坚 1 加 一 4ue 

是 有 理 数 的 平方 … 已 知 5  e 都 是 奇数 ， 就 设 4 一 gm -1 $= 
2nT1l, c=2pT1, 于 是 2 一 00= (3n+1)— 4(9m%+1) (入 十 于) 
=—dn dn 二 1 (il6mp-l 8mtitBp+4) =4n+4n—16 mp— 383m 
一 8p 一 3.。 为 什么 它 是 有 建 数 平方 呢 …( 束 手 无 策 ) 

涉 际 上 本 题 的 正确 解 题 策略 是 用 反 证 法 ， 色 设 方程 有 有 理 根 

,这 里 的 也 不 院 约 分 数 ， 办 此 Dp, 9 不 可 能 都 基 人 偶数， 容易 证 明 : 
在 2, 。 者 是 阁 玫 的 条 件 下 万 论 pp, 剖 是 奇数 ， 或 是 其 中 一 
个 是 奇数 , 另 一 个 是 偶数 ,a( 了) + 于 也 )+e 均 不 也 等 0 


a TS +* 


四 、 不 能 怡 当 地 转化 问题 
当 记 论 的 问题 难 十 处 置 , 应 将 问题 转化 为 新 的 形式 , 以 期 达到 
熟悉 化 ,简单 化 的 日 的 ， 
【 例 18] 已 知 4, 上 5 是 实数 , 求 方程 
Is [t+oar—b=0 
的 实 根 前 个 煞 . 
下 面 基 阔 哩 荣 志 上 的 错误 解法 : 
分 别 葵 虑 z 关 0 与 4<0 的 情形 去 探 绝对 值 符 导 . 
当 zs 时 ,得 好 十 吓 一 pp 一 0 于 是 
4 十 和 6. :0 时 ,有 两 个 实 根 ; 
二 45 一 0 时 ,有 一 个 实 根 ， 
十 48 -<0 时 ,无 实 根 . 
当 2<0 时 ,得 党 一 上 十 一 0 于 是 
和 一 全 0 时 ,有 两 个 实 根 ; 
一 46 一 0 时 , 有 一 个 实 根 ; 
一 40-<0 时 ,无 实 根 . 
上 上述 解 法 让 时 伏 也 对 问题 进行 了 转化”， 疏 将 一 个 会 有 绝对 
值 符 号 的 方程 转化 为 不 会 绝对 值 符 导 的 方程 ， 但 这 样 做 反而 脱 商 
了 题 音 , 未 能 焉 过 参量 &, 来 讨论 方程 的 实 根 的 个 数 ， 而 是 修正 
确 地 就 a, 5, 8 之 闻 的 关系 分 别 来 讨论 , 实际 上 方程 全 gw 一 8=0 





部 = 局 个 避 0 
v1 sar | 一 咎 十 Qs 由: | —2 rs 
mt) 2 ar 人 0)}, arr0), 


6-5 
= SS ， 


(zf> 人 站 当 十 拍 汪 0 时 未 必 有 丙 个 实 根 ， 所 以 这 一 解法 他 名 温 
乱 , 其 冰 误 性 蔓 而 易 凡 ， 本 题 前 正确 钥 法 是 首先 将 问题 转 作 为 “ 求 
函数 y= |zl2 十 at 的 图 像 与 函数 y=? 的 图 像 的 公共 点 的 个 数 ， 
注意 到 y= |2|z 十 mz 为 奇 责 数 ,其 图 像 关 于 学 标 原 点 中 心 对 称 , 分 
4 一 0, a>0, 8<0 三 种 情 滴 , 观察 y= |2|z 十 az 的 图 像 ( 图 人 外 ， 
就 可 得 本 题 时 嫩 论 ,如下 表 甩 示 : 






条 件 实 要 个 娄 
让 1 
> 亏 - 1 
a<0 [本 = 本 2 
5| < 3 


第 四 节 心理 性 错 谋 


不 论 数学 习题 的 复杂 性 如 何 ， 学 生 在 解答 约 过 程 中 一 般 郡 经 
过 问题 的 识别 ,记忆 理解、 激活 普 景 观念 ,选择 调整 钱 题 方法 等 步 
骤 ， 这 说 明 主 体能 否 顺 利 地 解决 所 接触 的 问题 ， 除 了 依赖 原 有 的 
知识 技能 之 外 ， 还 和 本 二 的 心理 能 力 和 智力 品质 分 不 开 ， 有 网 数 
学 习题 , 主体 虽然 具备 解决 问题 的 必要 的 知识 技能 ,但 是 由 于 存在 
某 种 心理 障 得 , 仍然 可 能 产生 错误 , 甚至 一 筹 莫 展 , 因此 分 析 并 确 
定 学 生 解 题 错误 中 的 心理 方面 的 席 因 ， 关 提高 解 题 能 力 的 客观 需 
要 ， 数 学 习题 中 的 心理 性 错误 可 分 为 两 个 方面 ， 
一 、 虫 于 心理 能 力 不 足 面 导致 耸 吉 
学 生 在 解 管 习题 过 程 中 党 要 具备 风神 心 理 能 力 , 如 识别 能 力 、 
* 159， 


记忆 能 力 . 信 息 加 工 能 力 .想象 能 力 等 ， 卢 促 衡 曾 指出 图 形 交 错 对 
子 感知 识别 能 力 较 低 的 学 生 会 产生 消极 影响 (L961)， 人 向 如初 二 学 
生 在 学 完全 等 二 角形 定理 之 后 ， 候 测验 了 这 样 的 一 道 题 ,“ 在 
AAABO 中 ,已 知 AB=4A0, A8= AF, BF 与 0 相交 于 力 .求证 
BD=CD. 图 6 这 一 道 题 做 对 的 鼎 眶 锅 ， 有 铺 误 的 所 中 多 ,在 
错误 者 中 旨 多 直接 或 间接 与 图 形 交 错 有 关 ， 旭 棚 证 和 俯 8CB 溉 
六 FBOG, 入 BDBSEAFDO, 但 由 于 图 形 区 错 而 找 错 全 等 三 骨 形 的 
边 角 关 系 或 已 证 明 全 等 三 角形 而 拒 错 对 应 这 和 角 者 有 39 免 ; 证 明了 
六 452 和 A 人 40 由于 图 形 交 错 而 畏 认 了 对 应 边 , 得 到 BD=0D 
或 BE 一 QF, 或 者 把 入 BDO 和 娩 两 条 边 看 作 吾 DP=0D 等 者 和 有 20%. 
全 此 六 仲 衡 漠 出 “两 个 图 形 本 身 的 交错 直接 或 间接 地 影响 到 两 
图 扣 相 互 基 系 ( 边 钊 的 相等 焉 不 等 ) 的 寻求 和 大 
认 , 从 而 非常 容易 产生 错觉 . 由 于 这 个 交错 的 因 
烷 福 感 基 上 产生 内 难 而 造成 错误 思维 的 结果 是 
很 严重 的 .2 

观 代 心理 学 对 于 人 的 记忆 能 力 曾 做 过 不 少 
出 色 的 定量 研究 ， 作 为 思维 的 "工作 间 ” 的 和 丝 时 

网 记忆 ， 美 国 心理 学 家 米 甚 指出 成 人 的 短 时 记忆 
和 容量 是 七 个 组 块 (Chuank) (1956)， 而且 短 时 记忆 能 力 是 二 人 因 年 
龄 而 蜡 前 , 皮 亚 杰 把 三 崔 至 十 六 岁 的 学 生 , 按 候 的 阶段 划分 法， 以 
9 十 | 至 6 十 ?来 骨 示 已 们 的 记忆 和 容量 , 这 里 的 。 代表 理解 命题 的 角 
办 ,而 数 手 网 代表 记忆 数据 的 单位 ,这些 研究 都 是 基于 发 觉 学 生 在 
处 理 较 多 数据 的 心算 时 , 显得 非常 困难 .本 章 开头 时 我 们 已 经 介绍 
了 两 个 这 方面 的 例子 ， 当 然 汪 进 行 笔算 产生 某 种 "了 啸 此 失 彼 ”的 
珊 千 , 也 往往 利 短 时 记忆 能 力 较 弱 有 关 ， 如 
0 仲 衔 (和 二 学 生 学 习 数 学 所 产生 的 一 些 馆 误 分 析 >， 4 数学 通报 * 1961 全 第 
7 期 ， 
1860 、， 





【 例 19】 空间 有 三 条 表 线 , 道 过 其 中 每 两 条 作 一 个 平面 (如 
果 可 以 作 平 面 的 话 ), 一 共 训 以 作 几 个 平面 ? 

此 是 根 据 一 高 中 班 学生 的 实验 ， 无 一 学 生 能 够 口 答 给 出 完整 
答案 ， 用 笔 答 解 题 也 只 丰 86 多 作对 ， 作 错 的 有 64%， 其 中 沉 有 
品 多 是 由 平分 类 层次 不 清 而 导致 记忆 困难 ， 造 成 柱 漏 而 产生 的 ， 

二 、 由 于 缺乏 正确 的 心理 势 态 而 导致 错误 

在 解 题 过 程 中 , 学 牛 的 知觉 是 有 选择 性 的 , 知觉 的 选择 性 的 客 
观 因素 取决 于 题目 的 特点 ， 主 观 因素 则 取决 于 以 往 的 知识 经 验 和 
心理 势 态 ， 央 心理 势 态 不 正确 而 导致 错误 的 常见 表现 有 

《一 ) 项 序 心理 造成 的 错误 ”信息 的 储存 需要 进行 编码 ， 纺 
得 就 是 要 求 信息 顺序 化 ， 学 生 在 学 习 换 底 公 式 的 推论 log 加 = 
二 ]ogob(s>0，5 夫 1，38>>0 时 ， 昌 然 这 个 推论 结构 复杂 ， 记 忆 的 
正确 率 都 是 比较 高 的 。 但 在 学 习 分 数 指数 时 ， 不 少 学 生 却 产生 
2 一 s/ 站 的 错误 ， 这 些 都 是 因为 人 们 头脑 中 不 但 存在 和 新 知识 
密切 相关 的 旧 知 识 , 而 且 存 在 闭 一 些 加 有 顺序, 形成 了 一 系列 的 顺 
序 心理 ， 前 者 错误 少 , 是 因为 在 公式 中 原来 mn% 的 位 置 在 上 , n 的 位 
置 在 下 , 其 结果 还 是 这 样 , 这 是 非常 和 谐 的 ， 而 后 者 对 和 分数 指数 却 
要 求 上 变 下 ， 下 变 上 ， 这 种 逆序 性 的 变化 就 草原 有 上 顺序 心理 的 抗 
拒 ，( 赵 大 文 , 1985) 

[ 例 20] 某 仓 库 育 有 电线 杆 60 根 , 要 把 它们 埋 在 线路 上 , 第 
1 根 离 仓库 300 米 , 以 后 每 隔 100 米 理 工 根 , 现在 仓库 有 一 辆 汽车 
每 次 可 装运 电线 杆 7 根 , 用 这 辆 汽车 将 全 部 电线 杆 运送 到 目的 地 ， 
然后 返回 仓库 , 问 最 少 要 行驶 多 少 公里 路 程 ? 

错 解 : 为 了 使 行驶 的 路 程 最 少 , 因此 汽车 必须 满载 ,8 趟 满载 
后 ， 第 9 直 运 简直 的 生根 .前 8 趟 往返 路 程 构 成 以 中 公里 ) 为 首 
项 , 公差 为 1.4 (公里 ) 的 等 差 数 列 , 由 此 得 

» Hi, 


记 求 路 程 一 CX x 8+ [2 上 1.4xy 十 0.8) 


一 和 7 .8 公有 里) ， 
上 述 解 法 基 不 对 的 ， 鞭 庶 因 是 受 ` 就 近 清 载 ” 这样 一 种 稍 误 的 
闫 序 心 理 记 区 配 。 正 确 的 解法 应 该 把 不 满载 的 车 放 到 和 最近, 得 
所 开路 程 = 2 x 8 十 1.44 


= 63.6( 公 里 )， 
(二 ) 停留 性 链 误 、 概 念 扩 展 了 , 但 学 生 的 思维 产生 惰性， 停 
留 在 原来 的 地 方 , 这 种 由 思维 属性 产生 前 错误 叫 作 停留 性 错误 . 如 
但 数 ， 小 学 里 指 的 是 正 但 数 , 到 中 学 里 就 扩展 到 可 表 为 2n(n€ 2) 
的 数 ; 又 如 "“ 短 ”这 个 名 称 , 开始 指 * 相 同 因数 的 乘积 ”( 正 整数 指 数 
里 ), 后 来 ,把 二 (nE y) 也 得 作 医 , 记 作 gr"(a 闻 0) ,把 a (mm 
nE WN) 也 算 作 短 , 记 作 a"(a>0)， 其 至 wr(gz0) 也 算 作 吞 ， 再 如 
数 的 概念 从 实数 扩大 到 复数 后 ,复数 2=a 十 码 记 对 应 的 向 量 的 长 
度 叫做 复数 的 模 , 记 作 |z|, 这 同 实数 的 绝对 值 的 记号 完全 相同 ， 
但 含义 不 完全 一 样 ,前 者 包括 了 后 者 在 内 的 ，( 陈 永明 , 1981) 
[网 31] 已 知 |z| 一 * 一 工 一 邓 ， 求 


错 解 , 由 已 知 
|z| 一 “一 工 一 8， 由 
从 而 
二 1 一 90)3 由 
由 兹 得 
1 ， 3 
名 oo 一 豆 十 可 多 


上 述 解 法 的 问题 在 于 由 山 到 全 这 一 步 , 误 把 |z|* 和 万 等同 
起 来 , 认识 还 你 留 在 实数 绝对 值 的 意义 上 . 

停留 性 错误 是 思维 定 势 的 消极 性 的 表现 ， 为 了 防止 和 克服 这 
* a. 


种 异 误 , 当 某 种 概念 的 外 延 扩 大 时 , 应 及 时 间 学 生 措 出 其 内 洱 的 秽 
小 ， 如 数 的 概念 由 实数 扩 火 到 复数 之 后 ， 应 指出 : (六 两 个 实数 可 
以 比较 夫 小 , 两 个 复数 不 能 比较 大小: 2) 若干 个 数 的 平方 和 等 于 
签 ,， 则 每 个 数 必 为 等 , 这 对 实数 来 说 成 并 , 对 复数 不 成 立 ; (8 实 系 
数 一 元 二 次 方程 可 着 过 判别 起 确定 是 否 有 实 根 ， 复 系数 一 元 二 次 
方程 则 不 能 ; ( 匡 若 ww, 了 是 实数 ， 则 lal= | 四 Sa = = 土 V0. 
若 2,， 罗 为 复数 ， 则 由 | 和 | = | 各 | 不 能 推出 迪 = 吕 ,也 不 能 推出 &“ 
一 土 %9, 等 等 . 

《三 ) 让 视 隆 仿 条件 ”观察 ,分析 能 力 较 差 的 学 生 ， 在 解 题 过 
程 中 产生 局 部 满足 感 的 驱使 ,常常 急 视 隐 含 条 件 而 导致 错误 ， 

【 例 32】 求 沙 数 y 一 arc cots 2% 一 ;的 值 域 . 

错 解 : 人 


,0arc tp vy 34— 区 字 


即 所 求 沙 数 的 从 域 为 (0， 瑟 |. 
上 述 解 法 只 考虑 到 2% 一 二 是 算术 根 ， 因 而 是 非 负 的 , 忽视 
了 画 数 了 一 22 一 2 的 信和 域 对 值 域 鸭 影 响 ， 事 实 上 
fm) = — (vw 1) +1, 
从 而 知 了 (2) 的 值 域 为 [0, 习 , 因 此 
开心 aro 6 把 ae— a < 二 


Ee 是 
故 记 求 函数 的 值 城 为 | 于 ， 到 | 
[ 例 23】 动 点 卫 (z， 几 满足 areging 一 末 二 arcsing 求 P 点 


的 轨迹 . 
错 解 . 内 已 知 arosins— tarodiny OD 


此 式 两 边 取 正 嘴 得 =co8 larcsin y) 
. 163 ， 


于 是 si-—y 0, 
wl1, 
故 疡 求 轨迹 为 同 避 十 斑 = 的 右 闪 部 (包括 半圆 图 骤 的 两 个 
端点 )， 
这 一 和 解法 忽视 了 反 三 第 函数 值 域 这 一 耻 含 条 利 ， 因 此 导致 寿 
入 不 纯 熔 的 失误 ， 实 际 上 ,考虑 岂 式 . 
HT SIN DC | 和， 到 |， 
-aro gin 4 所 LDO, zj. 
取 上 述 两 个 值 虞 的 公共 部分 |0， 导 |, 也 就 是 说 必须 有 zE [0, 1 
YE[ 一 1，0]、， 故 所 求 轨 迹 为 图 邓 十 亚 =1 在 第 四 象限 的 部 分 ( 包 
扣 国 强 租 两 个 端 态 }, 


第 五 节 潜在 假设 


瑟 以 在 多 “中 讨论 了 "潜在 息 设 ”对 学 生 数 学 思维 的 影响 ， 折 
出 了 “潜在 假设 ”作为 一 种 心理 性 错误 的 丧 现 , 它 “不 是 深思 部 虚 或 
不 如 考察 的 结果 ， 而 是 对 茶 些 素 物 尚未 建立 清 果 概念 时 自动 形成 
的 .反讽 于 新 环境 的 人 , 当 他 们 对 新 事物 的 属性 尚未 认识 清楚 时 ， 
过 去 的 经 验 很 页 能 促成 一 种 “潜在 候 设 ' , 而 影响 他 的 正确 轧 维 , 这 
种 情况 在 数学 教学 中 尤为 多 见 ” 还 民用 美 鸭 数学 家 豪 斯 德 脱 的 话 
苔 潜在 假设 " 作 如 下 定义 , “潜在 假设 "就 是 不 曾 讨 论 什 么 事情 对 ， 
你 总 是 认为 正确 的 那个 就 是 "最 简单 的 2 或 “最 自然 的 ” 或 “最 有 可 
能 的 ”那个 模型 ， 

在 不 运 当 的 潜在 假设 ”基础 上 解 题 ,必然 导致 错误 ， 

[1] 疆 欣 e* 带 在 假设 ?及 其 对 学 半数 学 轧 纵 的 影 呆 >, 《数学 通报 > 1988 年 第 上 期 
» {64 . 


f 例 34] 已 族人 入 ABO 的 BO 边 上 的 高 4D, DD 为 重 足 ,BD 
8, OD 一 2. 问 4D 多 长 时 入 4B0O0 分 别 为 锐角 三 角形 ?二 和 角 二 
角形 ? 钝 前 二 对 形 ? 

错 解 ; 如 图 6-7, 以 BO 为 直径 在 入 48C 的 同 侧 作 半 疝 , 过 也 
点 必 上 D1 BO,AD 交 半 二 于 4, 则 4D=V BD'DO -Vv 8x3 
一 4， 因 为 入 4BC 是 直角 汪 骨 形 ， 所 以 

当 二 > 和 时, 入 4BO 为 锐角 三 角形 ; 

当 自用 ==4 时 , 和 俯 4BO 为 直角 三 角形 ; 

当 本 D4 时, 仿 4BO 为 钝 骨 三 仍 形 . 


A Ky 
”7 一 
氏 各 -7 图 8 


【 例 25] 有 一 个 圆 镍 如 图 6 83, 它 的 底面 半径 为 ”, 母线 为 i， 
在 母线 34 上 有 一 点 召 ，4 了 一 as， 求 由 44 绕 圆锥 一 周到 避 拘 最 
短 上 距离 ,. 《六 年 制 重点 中 学 高 中 课本 < 立体 几何 ?第 138 页 , 人 民 教 
芭 出 成 社 1981 年 蕊 月 第 工 版 ) 





. js 


错 解 , 将 圆 猴 前 侧面 沿 尽 线 总 4 前 开 , 展 平 如 图 6-9, 只 是 召 
的 对 应 点 ; 连接 4 有 , 则 4 即 为 所 求 距 离 ， 由 余 络 定理 可 得 
AB'= PT (4) 2 0)o0s “TL. 中 


【人 鲍 36】 在 兴 径 为 瑟 的 0” 扇形 内 ， 求 内 接 绰 形 面 积 访 的 
最 大 值 , 

销 解 , 如 图 6-10，AMf 为 的 * 肩 形 的 弧 介 瑟 的 中 点 , 则 OU 是 
请 形 的 对 称 轴 , 也 是 扇形 的 内 接 矩 形 的 对 称 辆 ;, 0 交 DO 于 五. 
设 汪 DOM=8, 则 

LDOA-30°-0, /DAO~150°, 
DC—2D7—2Raing, 
0- 
N= DO.AD=2Rgin0.2R gin(30°—0) 
—2RTc0g(30° — 20) — cos 30°], 
当 9=15° 时 ， Sax™ (2— M8)B. 

上 述 三 题 的 共同 错误 就 是 引进 了 不 二 当 的 “潜在 假设 ”， 在 这 
样 的 “潜在 假设 "的 基础 上 解 题 ,犹如 在 沙滩 上 盖 高 楼 , 高 楼 当然 要 
癸 射 , 甚至 会 衣 轧 的 ， 

例 34 解法 中 的 "潜在 假设 "是 , 总 点 在 BO 上。 如果 号 点 在 
BO 的 延长 线 呢 ? 那么 不 论 4 的 长 二 多 少 ,和信 480 都 蚌 鱼 角 三 


—2Rsin 130? 一 的 ， 





角形 . 
全 36 解法 中 的 “潜在 假设 ” 荐 ;圆锥 炯 画展 开 图 的 圆心 角 
A.8 § HB | A 万 已- 


图 6-11 图 中]13 
» 186 。 


2 即 27 一 1， 而 当 97 二 1 图 6-11) 或 3r>>1( 图 6-19) 时 , 


式 就 不 能 表示 4 到 B' 的 最 短 距 离 ， 从 图 中 看 这 个 最 知 距 离 应 为 
AS+SB' 一 2 一 %, 但 实际 上 此 时 线 亡 4B' 或 折线 暇 坝 玉 在 图 
锥 侧面 上 并 不 符合 “由 4 绕 图 锥 一 周到 吾 这 个 意思 ， 因 此 在 这 
两 种 迟 况 下 题 日 无 解 . 

例 26 解法 中 的 “潜在 假设 ?是 : 内 接 矩 形 的 最 大 面 祝 一 定 在 上 抑 
形 与 OU 基 轴 对 称 时 取得 ,实际 上 , 当 
眠 形 的 两 个 项 点 在 局 形 的 一 条 半 征 上 ， 男 
两 个 顶点 务 别 在 圆 驱 及 男 一 条 半径 上 有 时， 
其 面积 才能 取得 最 大 值 ， 好 图 6-14， 旋 

DUO 一 以 ， 
凤 -AO0D=60°—&, 
DA0=120", 





DO= Rsinwe, 
UDasin AOD _ Rain(80°—a) 
sin DAv Bin 120° 


2 Rein(60°—0), 


AD= 


,=DO. AD=Rainag: 





a Rain(680°— 0) 


-sa RToog(60° — 20) — cog 60 ]。 
30° 时 ,Sar = 矶 


因为 
L 号 a A 
~ -2 V3) -~ 12 147 =~ 1 4 


~0, 


167， 


所 以 QQ 一 3B 不 是 58 的 最 大 值 . 

“ 潍 在 假设 ”从 心理 工分 析 , 是 在 缺乏 对 事物 必 深 入 、 细 致 、 全 
面 的 考察 的 情况 下 , 基于 一 种 不 正确 的 心理 势 态 的 诱导 , 而 作出 站 
祝 性 的 判 朵 ,这 种 直觉 性 的 判断 在 在 于 主体 的 潜意识 中 ,一 旦 被 激 
活 戚 用 以 作为 解 题 的 依据 ,数学 , 作为 有 别 于 其 他 经 验 科学 的 完全 
人 彤 照 严格 的 演绎 体系 建立 起 来 的 科学 , 在 教学 过 程 中 , 我 们 要 求学 
生 殷 述 问题 时 页 步 步 有 据 ” 认为 只 有 这 样 才能 体现 数学 的 教育 
价值 . 因此 ,我 们 在 理由 要 求 在 教学 过 程 中 , 尽 可 能 减少 或 吉 俘 会 
在 学 和 的 思想 中 诱发 或 加 强 “" 潜 在 假设 ?的 那 种 语音 .这 种 追求 数 
六 的 “ 严 省 性 ”通过 数学 的 严 漠 性 去 培养 学 生 逻 辑 地 去 思考 问题 、 
把 氛 世 界 的 所 想 , 兽 被 活 少 教学 法 专家 加 以 肯定 ， 但 是 ,问题 并 不 
是 如 此 商 单 , 比如 ,在 例 25 中 ,我 们 可 以 向 学 生 指 出 ,“ 圆 纵 侧面 展 
开罗 的 加 尼 角 小 于 严 是 一 个 “潜在 续 设 ”， 应 予以 气 弈 , 但 是 “将 贺 
锥 的 但 面 展 平 ” 不 也 是 一 个 “潜在 假设 ” 吗 ? 如 果 学 生 提出 疝 题 ,“ 族 
转 体 的 表面 基 可 以 展 平 的 吗 ?” 你 糙 怎 样 去 回答 他 们 ? 这 确实 不 是 
一 个 厅 徇 的 问题 , 江苏 省 特级 教师 马 明 在 讲 * 球 的 次 面积 一 课 中 ， 
就 有 好 些 学 生 提 出 , “为 什么 球 不 能 展开 成 平面 图 形 ? 如 时 能 展 的 
厨 , 计算 多 方便 啊 1 ” 几 天 之 后 , 竟 有 一 名 学 生 告 诉 马 明 , 他 已 经 找 
天 了 一 种 将 球面 展开 成 平面 的 办 法 ， 作 底面 半生 为 BR， 高 为 2xR 
的 袖 柱 ,用 轴 袜 面 谢 开 取 其 一 半 , 接 着 将 半径 为 的 球 在 此 半圆 福 
内 深 动 一 周 ， 山 球面 便 展 在 半圆 柱 的 侧面 上 (图 56-14). 然后 将 此 
半圆 柱 的 侧面 展开 成 定形 。 中 一 个 曲面 在 什么 条 件 下 是 “可 展 曲 
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而”， 这 要 涉及 到 微分 几何 学 的 知识 ,中 学 生 当然 无 法 接受 ， 课 本 
直接 将 圆锥 面 和 国术 耐看 成 "可 展 曲面" 通过 它们 的 可 刘 性 米 求 图 
能 舱 阅 柱 的 侧面 积 ， 这 可 以 认为 是 “潜在 假设 "在 积极 部 义 上 的 运 
用 ， 当 然 这 种 做 法 在 教学 法 型 论 上 不 是 没有 争议 的 ， 如 苏联 著名 
妆 学 家 过 格 莱 治 夫 著 的 中 学 生 读物 < 基础 几何 学 (中 译本 第 295 
页, 黑龙 江 科学 技术 出 版 社 1981 年 5 月 第 1 版 ) 中 ,就 回 洲 了 曲面 
的 可 淡 性 , 而 通过 极限 理论 米 和 解决 阅 锥 和 回 柱 的 侧面 积 问题 

再 来 分 析 一 下 例 26 ， 当 我 们 握 弃 不 适当 的 < 效 在 假设 "而 求 
得 Sax 一生 瑟 时 ,不 桂 要 产生 怀疑 除了 前 面 所 列举 的 两 种 
位 形 的 内 搂 短 形 之 外 , 是 否 还 存在 着 其 他 的 情形 ?比如 说 炬 形 的 到 
个 顶点 ,其 中 两 个 在 肩 形 的 弧 上 但 并 不 呈 夫 
对 称 分 布 呢 ?( 疼 6-15) 人们 会 说 ,在 这 种 情 
形 下 A4BOD 就 不 成 其 为 矩形 了 ， 但 是 对 
于 这 样 一 个 判断 是 否 需 要 证 明 ? 如 果 不 
加 证 明 就 承认 的 话 ,这 不 又 是 一 个 “ 游 在 人 
设 ” 吗 ? 从 这 个 例子 我 们 看 到 , ” 洪 在 假设 ” 
的 运用 存在 着 一 个 “适度 "的 问题 ， 经 验 表 
阴 , 中 学 数学 教师 对 这 个 问题 的 适度 处 理 , 其 意见 往往 是 分 歧 的 .> 

“潜在 假设 "作为 一 种 假设 , 它 实 际 上 是 一 种 判断 , 或 者 说 是 全 
题 , 这 种 命题 不 是 显露 地 记载 在 课本 里 ,而 是 隐藏 在 主体 的 潜意识 
之 由， 并 且 一 旦 激活 而 得 到 运用 , 主体 对 其 真实 性 居 深 信 不 疑 的 
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全 证 明 方法 如 T， 用 上 度 证 法 ， 假 设 4BCD 和 
是 蜡 形 ,] DC 的 而 点 从; 壬 销 吕 和 民 芋 上 与 点 如 


关于 OQN 轴 对 各 ,QEK 交 CB 于 召 , 并 是 有 BBB" 异 


Nd 
于 下 因为 和 有 与 了 D4 关于 OY 铀 对 种 ， 采 以 
4 卫 1 六 上 算 形 , 于 是 有 4 了 但 汪 BJCA 


这 是 于 丰 的, 所 以 BC 不 是 算 形 。 0 
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在 数学 发 展 的 起 源 阶 段 , 人 们 以 一 种 村 素 的 非 理 性 的 眼光 , 通过 来 
景 土地 秋 测 全 容积 ， 计 算 时 间 和 制造 器 秋 ， 建 立 了 几何 、 代 数 .、 
算术 和 三 角 学 ,这 一 时 期 ， 数 学 家 就 任 异 他 们 的 经 验 和 直觉 ， 以 基 
种 古典 数学 哲学 为 指导 ,在 自己 的 头脑 中 形成 若干 “潜在 假设 ”并 
以 这 些 " 浴 在 假设 ”为 出 发 点 米 思 考 和 研究 数学 的 “万 物 省 数 "， 这 
是 毕 达 哥 拉 斯 的 "潜在 假设 ”，“ 若 一 直线 与 两 直线 相交 ， 且 车 同 侧 
济 交 两 册 骨 之 和 小 二 两 址 入， 则 人 两 直线 元 限 延 长 后 必 相 交 于 该 侧 
的 一 所 ;在 欧 几 电 得 作为 第 五 公设 记载 于 < 原本 之前， 在 当时 的 
几何 学 家 的 法 脑 申 也 是 一 个 “潜在 假设 ”, 直到 公元 前 三 世纪 , 欧 几 
里 得 才 认识 到 这 种 建立 在 各 上 自 的 “潜在 假设 ”之 上 上 。、 缺 乏 严 灌 的 推 
理 过 程 的 数学 是 不 上 成熟 的 ， 从 而 首先 在 几何 学 中 布 系统 地 把 一 些 
原来 是 潜在 形式 的 命题 作为 公理 ， 以 显露 的 形式 各 明确 的 语音 记 
载 在 他 的 著作 之 中 ， 二 了 千 多 年 以 来 ， 大 们 一 由 把 公理 化 作为 反映 
数学 特征 的 根本 思想 ， 以 至 于 在 本 话 纪 初 产生 了 “ 希 尔 伯 特 规划 * 
尉 媳 企图 将 全 部 数学 者 建立 在 为 数 不 密 的 。 经 过 选择 的 公理 之 上 
的 气势 磅 厂 的 伟大 设想 , 虽然 1931 年 哥 德 尔 不 完备 性 定理 宣告 了 
“大 尔 们 特 规划 ”是 行 不通 的 ， 但 是 数学 界 对 公理 方法 的 热情 却 并 
未 因此 和 而 降低 , 人 和 们 和 希望 不 断 地 减少 “潜在 假设 ”, 提供 明确 的 公理 
体系 作为 各 数学 分 支 的 演 经 推理 的 出 发 点 ,从 数学 教育 来 说 , 公理 
化 思想 也 一 直 为 教学 法 专家 和 课程 设计 者 记 强 调 ， 并 以 此 作为 实 
现 科学 性 原则 ”的 主要 标志 ，60 年 代 席 着 大 半 个 寺 界 的 数学 教育 
现代 化 运动 中 ， 亦 尔 巴 法 学 派 的 结构 主义 思想 和 布 鲁 纳 的 认 刘 结 
怕 学 说 扮演 了 重要 和 角色, 这些 主张 与 公理 方法 是 有 相 遂 之 处 的 .但 
是 即使 在 数学 科学 中 大 们 也 已 经 惊奇 地 认识 到 “确定 性 的 天 失 ” 
(M. 殉 菜 因 ，1980) ,那么 在 数学 教育 现代 化 运动 中 对 公理 方法 
各 严格 性 的 过 分 追求 ， 所 带 来 的 就 必定 是 宪 多 的 挫折 曾 不 
是 成 功 了 ! 
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近代 税 现 代 的 数学 教育 实践 ,使 教学 法 专家 一 致 地 认识 到 ， 不 
能 渴 消 球 学 专著 竺 构 和 数学 课本 结构 的 界限 ， 不 庶 当 用 数学 专著 
结 攀 去 取代 数学 课本 结构 ”,( 郭 思 乐 、 刘 远 图 .1987) 在 选择 课本 中 
的 公理 系统 时 ,正如 塔 尔 斯 基 所 说 ,有 时 “并 不 是 由 于 理论 上 的 理由 
(或 者 至 少 不 仅 是 由 于 理论 上 的 理由 ); 其 他 的 因素 一 一 实践 方 克 
的 , 教学 方面 的 , 甚至 于 美学 方面 的 在 这 里 起 着 作用 ”, 数学 课本 中 
的 公理 系统 , 既 不 要 求 满足 "独立 性 ”, 也 不 要 求 满足 “完备 性 ”， 科 
学 的 严格 性 和 教学 的 可 接受 性 ， 在 这 里 按 着 教育 尾 务 的 要 求 被 适 
当地 保 等 者 德 妙 的 平衡 . 几何 直观 起 的 “潜在 假设 "还 被 大 量 地 
名 以 际 认 和 运用 一 直线 上 两 三 知 点 之 间 ,， 至 少 椰 在即 外 
一 个 点 ， 对 此 ， 我 们 并 不 要 求学 生 利 用 结合 全 理 和 顺序 公理 加 以 
证 明 . 

通过 以 上 的 讨论 , 我 们 得 出 下 面 稍 论 ， 

1 从 加 强 数 学 的 严 祝 性 , 实现 数学 的 教育 价值 出 发 , 在 可 接 
受 的 条 件 下 ,数学 命题 应 尽量 梁 取 显露 的 形式 , 习 化 学 生 以 “潜在 
假设 ”作为 论证 依据 的 心态 ， 避 化 使 用 可 能 会 导致 形成 不 正确 的 
“潜在 假设 的 语言 ; 

2. 如 果 学 生 在 解 管 数 学 习题 时 出 现 不 正确 的 "潜在 假设 , 教 
师 内 该 用 人 逻辑 的 或 是 描述 的 理由 , 及 时 地 予以 纠正 ; 

3， 由 于 某 些 数学 真人 题 在 蓝 个 知识 链 中 是 不 可 仍 少 的 ,但 限 
于 学 让 的 知识 准备 不 足 或 是 本 上映 的 证 明 过 于 复 沫 ,党 开 , 这 些 真 全 
题 中 的 一 部 分 就 不 可 避免 地 以 潜在 假设 "的 形式 在 教学 中 予以 运 
用 ,如 “每 条 线段 必 存 在 一 个 中 点 ” “二 次 函数 是 连续 的 ， 这 两 个 
真 命 题 对 初中 学 生 米 说 就 是 必 不 可 少 的 “潜在 假设 

4. 数学 严格 性 是 相对 的 , “潜在 假设 ”的 排斥 或 运用 必须 是 适 
度 的 ， 
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提 六 节 数学 习题 的 检验 


数学 习题 的 惟 答 ， 一 般 在 干 列 两 种 不 辐 意义 下 加 以 研究 和 施 
行 : 

(1) 作为 确 议 管 案 止 确 性 的 一 种 措施 ; 

(2) 作为 解 题 进程 的 必 不 可 少 的 步 又 . 

天 于 (也 ， 涉 及 的 是 一 切 数学 习题 ， 如 果 它 的 答案 的 正确 性 未 
得 到 充分 证 实 , 我们 就 用 一 些 办 法 或 审视 其 解 题 过 程 , 或 将 其 种 果 
主 接 予以 检验 ; 关于 (2), 涉及 的 是 一 部 分 在 解 题 过 程 可 能 引进 不 
介 笑 件 要 求 的 结果 的 习题 , 如 解 无 理 方程 . 应 用 问题 等 , 对 于 这 类 
明日 ， 我 们 必须 通过 检验 将 可 能 引进 的 不 合 条 件 要 求 的 结果 予以 
绚 队 ， 由 此 可 见 ， 数学 习题 的 检验 不 仅仅 要 求 我 们 将 答案 直接 代 
入 , 证 且 联系 到 解 题 过 程 中 保持 解 集 的 恒定 任 .答案 成 立 的 必要 条 
件 等 问题 ,因此 在 一 定 意义 上 我 们 说 数学 习题 的 检验 , 是 对 问题 的 
探讨 机 回顾， 而 这 方面 能 力 的 培养 正 是 学 生 的 数学 收养 和 心理 素 
质 的 到 要 课题 , 苏联 的 安 德 尼 耶 夫 说 “验算 是 数学 教学 的 必要 组 成 
部 分 ”网 是 这 个 道理 ， 

一 、 作 为 确认 答案 正确 性 的 一 种 措施 

“ 东 养 学 生 能 从 各 个 不 同 角 度 迅 速 判断 命题 的 真 伪 和 检验 题 
目的 管 染 是 教师 在 教学 过 程 中 必须 时 常 注意 的 一 个 重要 环节 ,出 
常用 的 数学 习题 的 检验 法 有 

(一 ) 估 值 法 ”通过 对 问题 的 实际 意义 估 值 ， 或 通过 心算 和 估 
晶 , 常常 可 以 发 现 一 些 错误 的 答案 . 

[ 例 27]】 求 和 图 的 内 接 正 三 角形 一 边 等 长 的 弧 的 度数 . 

解 , 所 求 的 弧 为 

-1] 杨 象 另 * 中 学 数学 检验 法 3》 5 国内 外 中 学 数学 ?> 第 荆 卷 第 革 期 。 
,172。 


所 。 人 
20n 608 听 度 二 3 弧度 性 0.8660 弧度 必 49.62* 


通过 信 值 可 知 和 图 的 内 接 正 三 角形 一 边 等 长 的 襄 的 度数 ， 应 
略 小 于 加 的 内 接 正三 角形 一 这 所 对 的 圆心 角 的 度数 ， 即 略 小 于 
120°, 因此 答案 有 误 , 实际 上 所 列 算 式 中 分 母 应 为 总 , 得 正确 答案 
和 9.2, 

又 如 求 ctg 50° 的 什 , 得 1.1918( 实 际 上 这 是 霹 反 的 值 ), 考 
号 到 e 妈 如" -<ctg45° ==1, 就 可 发 现 开 品 ; 计算 中 所 ,得 12625{ 中 
间 泉 失 了 一 个 零 )， 如 考虑 到 3653>>3002 一 90000， 立 好 发 现 错 
误 . 

(二 ) 量 岗 法 ”在 一 次 报告 中 , 华罗庚 曾经 提 到 , “大 人 称 猪 的 
体重 , 试图 用 猪 前 身 状 乘 旺 出 , 再 乘 一 个 常数 , 而 常数 用 统计 方法 
来 确定 , 这 显然 是 错误 的 , 因为 量 网 不 对 ， 故 这 社 的 经 验 公 式 是 不 
可 能 成 立 的 .” 量 网 就 是 指 基 种 事物 或 动作 的 单位 ， 数 学 习题 中 如 
果 所 涉及 的 事物 长 动作 的 单位 不 对 ,就 表明 其 中 存在 着 某 种 狼 误 ， 
如 将 三 角形 面积 误 记 为 8= TV 加 全 下 5 ee 分 
出 表示 三 角 洪 的 三 边 ，p 表示 三 角形 周 长 之 半 ); 将 球 缺 休 舱 误 记 
为 了 =~ 言 mh(3R 一 有 ( 且 表示 球 的 半径 , h 表示 球 缺 的 高 ), 通过 晤 
网 的 检查 , 就 可 发 现 它们 都 是 错误 的 . 

(三 ) 送 向 运算 法 ”如 法 运算 的 结果 用 减法 来 检验 , 减法 运算 
的 结果 用 如 法 来 检验 ， 类 位 地 , 乘法 和 除法 , 乘 方 与 开 方 ， 微 分 与 
积分 , 也 都 可 以 这 样 做 . 

[ 例 28】 计算 Sa 
学 生得 出 四 种 不 同 的 结果 ， 

(D2— v3-4dvB) (3 一 4 5 





(3)3- VBAV Bs (3 可 二 4 和 
"i 


可 以 将 所 得 刍 果 分 别 与 3 (vv 3 350 相 习 ,发 现 从 ，(3)， 
(由 都 是 钳 误 的 . 

(四) 对 称 法 ”利用 题目 中 的 茶 件 、 图 形 、 式 子 的 对 称 性 , 考虑 
特 论 是 否 符 全 对称 性 的 要 求 ， 

【 例 29】 已 若 和 六 4BO 满足 条 性 cos A 十 5 cog B=6 6c090 
试 淹 断 入 20 的 形状 . 

大 有 学 生得 出 结论 ; 六 420 是 以 3 为 冬 边 的 直角 三 角形 ， 由 
于 题目 的 条 件 中 关于 ‘a, 4), (5, B) 是 对 称 的 ， 而 上 述 结论 并 不 
满足 这 样 的 对 称 关 系 , 所以 必定 有 误 : 或 者 是 结论 不 完整 ， 或 者 得 
玉 的 根本 不 是 应 取 结 果 ， 实 际 上 , 钳 误 的 性 质 属 于 前 者 , 正确 而 完 
舍 的 第 论 应 古 . 八 4B0 是 以 了 为 斜 边 的 直 骨 三 角形 ,或 者 是 以 4% 为 
斜 边 的 直角 三 角形 . 

(五 ) 特 们 法 ”如果 要 说 明 一 个 判断 为 假 , 只 要 指出 这 个 状 断 
成 衬 晶 某 个 必要 条 件 不 具备 即 可 ， 敌 例 法 就 是 从 这 一 思想 出 发 ， 
用 适合 题 意 的 某 个 特殊 数值 或 特殊 图 形 来 检验 管 案 正确 性 的 一 种 
方法 ， 

【 例 39 已 知 工 zB, 北 简 ， 

201)+|5—»|—v». 

营 学 生 求 得 的 第 困 为 6 一 2x, 可 设 w=4, 得 原 式 的 值 为 4, 而 
上 一 20 一 6 一 2xX4 一 一 2 所 以 6 一 有 

[ 例 31】 已 知 也， ,0 为 精 贺 等 十- 知 =1 上 两 点 , 且 有 和 POQ 


-90", 求 避 prt+-Der 之 介 


学 生得 出 一 和 结果 
1 6 二 ， 工 
(1) a -十 (2) i (3) ap” 
关于 (1)， RI 和 有 人 中共 的 对 称 性 , 加 以 否 
汗 关 十 (2) ,从 量 岗 来 看 , -pz 十 -CC 是 长 度 单位 的 一 2 次 短 ， 


"i 和 4. 








而 区 十 二 则 是 长 度 单位 的 0 次 轿 , 所 以 可 以 否定 ; 关于 (8)， 用 特 


例 法, 设 疡 , 包 两 点 其 中 有 一 点 在 纵 井 上 上 , 别 一 点 在 横 轴 上 , 此 时 得 


0 + -067 一 6 一 ,因此 也 可 以 否定 ， 

站】 多 解 对 照 法 ”对 于 一 个 数学 习题 ,我 们 运用 多 种 方法 求 
出 其 结果 , 如 时 记得 的 结果 都 一 致 , 就 增加 了 结果 正确 性 的 可 靠 程 
度 ; 如 果 所 得 的 结果 不 一 致 ( 指 实质 而 非 形式 上 的 不 一 致 ) 就 说 明 
其 中 至 少 存在 着 和 错误 ， 

【 例 32] 荣 班 级 共有 和 名 学 生 ， 其 中 有 于、 一 班长 名 1 名 ， 
现在 选 出 人 为 代 次 , 要 求 代表 中 至 少 包 括 1 名 班长 , 问 有 少 少 种 
选 法 ? 

解 一 ，14 名 代表 中 包 揪 正 姐 长 而 不 包括 天 班长 的 选 法 有 Os 
种 , 包括 天 盘 长 而 不 包括 正 班 长 的 选 法 有 Oss 种 ,包括 正 , 副 班 长 
的 选 法 有 Css 种 , 根据 可 法 原理 ,得 所 求 选 法 为 

CODO3 二 Cs 一 8436 士 8436 十 703 一 17575( 种 )， 

解 二 ， 生 名 代表 中 包括 正 嫩 长 的 选 法 有 有 Cae 种 , 包括 副 班 长 

的 侈 法 有 Cae 种 , 根据 可 法 原理 ,得 所 求 选 法 为 
Oi 二 O00 =9139 十 9139 一 18278( 种 ).， 

解 三 : 40 名 学 生 中 任 选 二名 为 代表 ,， 选 法 为 04o 种 , 这 4 名 

代表 之 中 光 寺 名 为 得 长 的 选 法 有 Cas 种 ,于 是 得 扬 求 网 法 为 
0 一 O 一 时 390 一 73815 一 17575( 种 )， 

以 革 三 种 解法 匠 得 的 结果 不 完全 相同 ， 其 中 解 一 和 解 三 的 绪 
果 相 同 ， 且 均 较 解 二 的 结果 为 小 ， 于 是 首先 可 肯定 其 中 至 少 有 一 
种 解法 是 鳞 误 的 ， 是 解 一 和 解 三 在 计算 上 有 遗 泼 呢 ? 解 二 在 计算 
二 有 重复 ? 还 是 三 种 解法 都 属 佣 误 ? 事实 上 经 过 和 仔细 考虑 , 可 发 现 
解 二 在 计算 上 有 重 贸 , 即 两 名 班长 都 在 内 的 选 法 计算 了 两 钦 , 所 坟 
按照 活 来 的 思路 , 应 在 此 基础 上 上 城 去 重复 计算 的 部 分 ,得 

+ 175 ， 


OO — 03,—18278 一 708 一 175Y5 (种 
这 一 结果 与 解 一 、 解 三 完全 一 致 ， 更 加 强化 了 解 一 和 解 三 的 正确 
性 . 

以 上 (一 ) 至 (六 ) 各 种 检验 方法 ， 用 于 错误 解答 的 否定 是 气 金 
有 效 的 ,但 用 于 佣 答 的 正 玖 性 的 肯定 一 般 只 能 增加 共 可 信 称 度 ， 

二 、 作 为 解 题 过 程 的 必 不 可 少 的 步 圣 

检验 , 作为 解 题 过 程 的 必 不 可 少 的 步骤 , 主要 在 下 列 两 类 问题 
中 产生 : 

(1 茶 些 实 际 应 用 问题 利 论 域 有 限制 的 问题 。 在 这 些 辣 题 的 
解 题 过 程 中 , 由 于 未 能 里 及 原来 问题 的 实际 意义 或 论 域 的 限制 ,可 
能 引进 一 些 不 适当 的 和 解答 , 必须 通过 检验 来 决定 解答 的 取舍 ， 

(2) 在 其 些 方程 (如 分 式 方程 .无 理 方 得 、 对 数 方 程 、 三 角 方 程 
等 ) 不等式 4 如 分 式 不 等 式 、 无 理 不 等 式 . 对 数 不 等 式 、 三 角 不 等 式 
等 ) 和 计算 题 的 解 题 过 程 中 ， 由 于 难以 保持 变 斤 的 等 价 性 (对 方程 
和 不 等 式 来 说 即 保持 它们 的 同 解 性 ), 这 种 情况 如 表现 为 以 命题 的 
必 轩 条件 代 兰 原创 题 ， 了 态 可 能 导致 解 集 的 扩大 ， 因 此 必须 通过 检 
验 , 以 便 舍 去 亚 些 不 适合 的 解答 . 

【 何 33】 一 个 容 冉 感 满 了 纯 酒 精 . 先 合 出 8 汗 , 然后 如 清水 ， 
再 倒 出 8 升 , 青 划 注水 , 这 时 符 器 内 消 精 和 水 之 比 为 9:1L 求 容 峰 
之 容积 ， 

解 设 容 右 的 容积 为 2 升 , 依 题 意 列 出 方程 ， 


a—8 w—B _ 9 
ww 11i+9’ 出 


化 去 分 母 并 整 坦 , 得 
14a3 一 3602 十 8D00 一 0. @ 


解 得 ri1 = 20, va=3 
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检验 ， 

1 wi 23 都 满足 方程 册 | 

2. 由 里 意 , 容器 中 先 倒 出 8 升 酒精 ， 因 些 应 满足 条 件 vw 过 5, 
从 而 合 去 ze, 取 z=20( 升 ). 

上 述 检验 过 程 中 ， 沙 又 工 是 考虑 到 方程 @@ 与 方程 山 未 必 同 
解 ， 即 考虑 到 命题 @@ 是 命题 四 的 必要 条 件 , 因此 中 的 解 提 可 能 
扩大 ; 步骤 2 是 考虑 到 将 解 原 应 用 题 归 竺 为 解 方程 中, 忽略 了 原 
题 中 z 关 8 的 条 件 的 限制 . 

[ 例 3 引 过 原点 0O 作 同 (w 一 了 ?ty 一 2)”=1 的 任意 割 线 
次回 于 PP，Ps, 求 强 Ps 的 中 后 的 糙 迹 . 

解 ; 如 图 6-16, CO 2 是 已 知 图 的 圆心 , 设 PRs 的 中 凤 为 
Pt 执 , 在 RtAODPO 中 有 QP+QOP =005, 于 是 得 

(wl) yb6, 


刘 (=- 寺 ) + 人 @- 芒 一 也 由 


放 所 求 的 轨迹 是 以 点 ( 到， 了 ) 为 回 心 ,>52 为 半 移 的 加 
检验 ; 由 题 党 , 记 求 轨迹 必须 满足 
-Dy-2<l, ® 
由 山 , 加 ,得 tx 二 294 ® 
因为 sz 了 +23y 一 4 与 已 知 图 (w 一 1) 十 
~2)* 一 1 的 交点 为 (0，2)，( 写 , 写 ) / 
所 以 在 @ 的 约束 条 件 下 , 所 求 轨迹 方 各 图 6-16 
是 (十 ) 十 的- 总 (0<s<S) 所 求 轩 迹 是 以 点 (三 , 工 ) 为 


圆心 > 为 灶 径 的 图 在 已 知 圆 内 部 的 一 段 弧 (不 含 两 个 端点 ). 








a i+ 


上 述 检 验 过 程 是 考 氏 到 方程 中 上 只 是 了 点 的 辆 迹 所 应 满 跨 的 
必要 条 件 ,而 未 必 是 充分 条 件 , 就 轨迹 来 说 ,方程 D 的 曲线 是 完备 
的 ,但 未 必 是 纯粹 的 , 这 一 点 从 直观 上 是 容易 理解 的 . 

{全 35] 解 关 于 % 的 方程 


lg(ae—1) Ig(w—9) +1. 0 
解 . 由 原 方程 得 
4 由 一 了 一 了 0 一 3) ， Pa 
ET 10 一 的 2 一 区 ， 


此 方程 当 4 一 10 时 匹 解 ,a#10 时 有 了 唯一 解 4 一 -0 一 ， 记 以 原 方 


程 当 a 一 10 时 无 解 , 当 & 姑 0 时 有 唯一 解 4 一 一， 
检验 , 将 所 得 的 根 代入 原 方程 , 欲 使 式 子 有 意义 , 还 必须 满足 ， 
429 
i005 
We Pr 
1 
解 之 ， 得 二 <a<10、 故 当 六 <e< 切 时 ， 原 方程 的 解 是 wm 


29 当 
To 1a 或 a 之 0 时 , 原 方程 无 解 ， 


上 述 检 验 过 程 是 考虑 到 命题 外 是 命题 由 的 必要 条 件 ， 而 未 
必 是 充分 条 件 , 即 由 直到 图 未 必 保 皖 方 程 的 A 


kt 全 36] 已 类 0<w<w, HB sin sito r= 一 ; 求 记 汉 ， 


一 3>0; 





一 上 > 0， 








解 ， 设 霹 地 = 纪 则 
oF 1 
i 十 妨 ”1 十 把 。18* 出 
即 10t2— 13;— 3=0, 
1 
解 之 , 得 hh 一 瑟 ， t3 = 本 


| 器 


2 3 5 
RR 和 外, 得 从 2 一， 13 
检验 , 右 , 二 都 满足 方程 内 ,但 出 已 知 0<w<w, 所 以 0 过 二 忆 


等 ，#>0, 因 此 妃 应 会 去 ， 由 妈 一 六 ,得 赵 4 一 一 池 


以 上 站 个 例题 中 , 例 33,34 是 出 于 在 解 题 过 程 中 未 能 普及 原来 
问题 的 实际 音义 的 限制 , 例 站 , 36 风 是 由 于 在 解 题 过 程 中 未 能 保 
持 变 换 的 等 价 性 ， 因 而 “检验 ”就 成 为 这 些 题目 解 题 过 程 的 必 不 可 
少 的 步 又 ， 当 然 , 在 这 些 题 日 的 解 题 过 程 中 , 如 能 始终 保持 与 原来 
问题 的 意义 的 一 致 性 和 变换 的 等 价 性 ， 则 “检验 ”这 一 步骤 当然 可 
以 路 去 ， 如 对 于 例 35, 一 开始 就 考虑 混合 组 
mr — 1 =i10(%— 3); 
一 3 > 必 . 
mrt—1 0 

出“ 检验 ”这 一 步 又 感 可 略 去 . 

在 中 学 数学 教学 中 ,对 于 解 分 式 方 程 .无 理 方程 .对 数 方程 、 三 
角 方 程 和 解 分 式 不 等 式 、 无 理 不 等 式 、. 对 数 不 等 式 、 三 角 不 村 式 寺 
问题 ,为 了 避免 引进 增 很 ,实际 上 有 两 种 处 理 方 法 ，( 了 如 目前 大 多 
数 教 师 所 做 的 那样 , 在 解 题 过 程 中 设置 “检验 ”这 一 步 缀 ; (32) 在 解 
题 过 程 中 每 一 步 都 保持 辐 解 性 . 解 方 程 或 解 不 等 式 过 程 中 , 产生 失 
根 现象 的 原因 是 由 于 未 能 保持 其 同 解 性 ， 根 源 在 于 以 充分 而 非 必 
要 条 人 性 代 霸 原 命 题 ， 这 种 情况 必须 在 解 题 过 程 中 予以 防止 ， 因 为 
这 种 失 根 并 非 通过 “ 窒 验 能够 解决 ， 关 于 这 一 点 ， 巨 在 本 章 第 二 
节 五 《一 ) 中 玫 述 过 。 


s 1 了 7 中 。 


第 七 章 数学 选择 题 


选择 题 是 近 几 十 年 发 展 起 来 的 一 种 题 型 , 它 的 特点 是 , 古 目 中 
已 给 出 答案 , 管 题 才 只 要 从 若干 备 选 答案 中 选 出 其 正确 的 , 幻 需 由 
答题 者 自行 构建 。 正 因为 选择 题 具 有 管 案 现成 确定 福 这 一 特 所 ， 
所 以 在 评 卷 过 程 中 可 以 消除 评 卷 省 主观 见解 和 经 验 不 同 而 导致 成 
绩 的 贫 差 , 被 称 为 是 一 种 客观 性 题 型 ， 在 教育 测量 现代 化 、 科 学 化 
的 发 展 过 程 中 , 选择 题 被 公认 是 标准 化 考试 中 的 一 种 主要 题 型 ,网 
而 引起 广大 教育 干 必 者 的 兴趣 ， 受 到 世界 各 国教 育 界 的 重视 .次 
半数 学 会 组 织 的 全 国 性 的 高 中 数学 年 席 考 试 (AHSMP) 从 1950 
年 起 , 所 用 的 考题 一 直 全 部 是 选 笃 题 ， 尽 管 从 60 年 代 开 始 ， 选 择 
题 的 价值 在 美 , 英 等 国家 受到 了 怀疑 , 英国 某 些 地 区 的 考试 局 其 至 
取消 了 选择 题 ,但 是 到 目前 为 小 , 选择 题 仍然 是 各 届 考 试 中 应 用 最 
为 广泛 的 一 种 题 型 ，1979 年 笔者 曾 在 < 浙江 教育 ?第 ]2 期 中 落 文 
建议 让 我 国 数学 科 漆 试 命题 中 引进 选择 题 ,1983 年 在 我 国 高 等 学 
校 招生 考试 数学 科 试 题 中 首次 出 现 了 选择 题 ， 而 我 国 各 省 、 市 、 目 
治 区 中 学 雪 学 竞赛 联赛 旭日 在 1981 年 就 使 用 了 选 择 题 。 


第 一 节 结构 和 类 型 


数学 选择 题 的 络 档 由 四 部 分 组 成 : 

1. 指令 性 语言 通常 写 不 总 题 号 后 面 ， 所 有 小 题 的 前 面 ,一 
般 包 措 两 个 内 容 ， 一 是 指明 每 个 题目 的 备 选 答案 中 正确 管 案 的 数 
量 ; 二 是 说 明 计 分 方法 ， 
180 - 


2， 站 二 , 是 指 表明 考查 内 容 的 不 完整 的 句子 或 问 人 句 ， 
8， 选择 支 ， 即 题 千 后 面 的 香 选 答案 ， 选 择 文 至 少 要 和 三 个 ， 
一 般 是 下 到 五 个 ， 其 中 用 一 个 或 者 几 个 是 正确 的 ， 不 正确 的 选择 
支 叫做 迷惑 支 , 或 称 干扰 支 ， 
4.， 葵 . 填写 正确 选择 支 的 代 导 的 空位 . 有 时 空位 在 题 干 中 出 
更 . 
如 "34985 年 上 海 市 初中 数学 党 赛 试题 “中 有 :; 
一 、 选 择 题 (本 题 满分 30 分 ,每 小 题 6 和 分) | 
本 题 共 有 5 个 小 题 , 每 一 小 题 都 给 出 了 以 (4)， 
(B)，(O ，(D) 为 代号 的 四 个 答案 , 其 中 只 有 一 个 管 
案 是 正确 的 ， 请 将 正确 的 答案 用 代号 填 在 各 小 题 的 
方 括 导 内 。 答 对 者 得 6 人 分， 未 答 者 得 圭 分 ， 管 错 者 
得 0 分 . 
1, 设 二 次 方程 ++pxtg=0 | 
9, 则 ?9 的 值 是 
(A) 0 (B) —2, | 
(QO) 0 或 -2  ”(D) 非 上 述 答 荣 . 





r (LD) 





(2) 


(3) 


答 ( )} ( 纪 
这 里 革 ) 是 指令 性 语言 ; (如 是 题 干 ; (3) 是 选择 文 ; 由 定 符 ， 
根据 数学 选择 题 的 结构 和 答题 方式 ,选择 题 共 有 以 下 优点 : 
(1) 有 利于 扩大 试卷 容重, 提高 考查 知识 的 覆盖 面 , 有 利于 殉 
服 传统 题 型 由 于 数量 少 , 抽 样 不 足 面 造成 的 局 限 性 , 提高 考试 的 信 
度 . 
(2) 题 意 清楚 , 要 求 明 确 , 评分 标准 统一 ,客观 准确, 不 受 评 
卷 者 主观 因 到 的 影 咕 , 有 利于 提高 考试 的 信和 度 和 效 度 ， 
(8) 有 利于 提高 评 卷 速度 ， 如 美国 、 日 本 等 国家 的 由 远 择 题 
组 成 的 大 型 标准 化 考试 , 其 评 卷 、 统 计 分 数 、 分 机 结果 都 由 光电 扫 
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描 器 及 电脑 进行 。 日 本 的 国立 , 公立 大 学 入 学 试卷 200 万 份 , 仅 
10 天 就 可 评 出 结果 , 节省 了 大 量 的 人 力 和 物力 . 

(4) 有 利于 培养 学 生 的 分 析 判 断 能 力 及 推理 能 力 ， 提 高 解 题 
速度 和 当 活 作 . 

选择 题 世 有 以 下 急 点 ， 

Q) 命题 要 有 专门 技巧 , 选择 支 中 必须 有 足 晤 的 迷惑 支 , 这些 
迷惑 支 又 必须 有 一 定 的 伺 真性 , 如 果 迷 感 支 出 得 不 好 , 就 容易 产生 
管 案 的 暗示 性 , 所 以 编制 选择 题 所 费时 间 较 多 . 

(3) 所 谓 “ 客 观 狂 ”" 仅 限于 评分 的 形式 ， 而 不 一 定 是 学 生 的 实 
际 成 绩 , 由 于 答案 可 以 随 友 获 测 , 因此 可 能 助长 学 生 的 侥幸 心理 . 

(8) 局 良 于 考查 个 别 事物 ,难以 反映 知识 欧 整 体 和 深度 . 

(4) 管 案 唯 一 正确 , 不 能 反映 解 题 的 思维 过 程 , 求 同 而 不 利于 
发 散 , 不 利于 学 生 创 造 性 思维 的 发 展 . @ 

由 于 选择 题 存 在 难以 反映 解 题 的 思维 过 程 ， 本 身 又 可 以 狂 答 
案 等 缺点 , 因此 世界 上 一 些 同 家 的 数学 竞赛 , 如 匈牙利 .波兰 . 胃 马 
尼 亚 、 苏 联 以 及 国际 数学 奥林匹克 试题 中 都 不 采用 这 种 题 型 ， 美 
国 参 加 国家 数学 奥林匹克 的 选手 虽然 是 通过 选择 题 从 高 中 数学 年 
度 考试 C&AHSME) 中 各 选 出 来 的 ， 但 是 在 决赛 中 也 全 部 不 采 殷 选 
择 题 , 而 采用 难度 较 大 的 传统 题 型 的 试题 ， 

关于 数学 选择 题 的 分 类 , 由 于 标准 的 不 同 , 存在 着 多 种 的 分 类 
方法 、 下 而 我 们 按 确 定 正确 选择 支 的 要 求 和 方式 将 数学 选择 题 分 
为 四 种 类 型 . 

(一 ) 单 一 型 ”选择 支 中 有 且 仅 有 一 项 是 正确 答案 , 这 种 题目 
称 为 单一 铀 选 择 题 、 单 一 型 选择 题 是 目前 夏 常 见 、 流 行 景 广泛 的 


@ 元 内 学 者 对 此 具有 不 同 见 解 , 如 张 万 大 、 徐 适 在 < 数学 选择 题 与 旭 造 性 思维 能 
为 的 培养 ?中 学 数学 北 学 31935 年 第 1 期 ) -文中 认为 :数学 选择 是 “对 培养 学 生 创造 
性 恩 维 能 力 上 有 有 独特 的 你 用 
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题 型 。 
【 创 1] 已 知 证 1， 人 有 是 方程 
一 (一 2 十 (十 3 十 肋 一 避 估 筷 瑟 ) 
的 两 个 实数 根 , 则 芝士 旺 的 最 大介 是 ( )， 
(A) 19，， (BY 18, 
(0) 5 (D) 不 存在 . 
‘ 管 , (B)) 
(二 ) 多 解 型 ” 选 磅 支 中 可 以 有 多 项 是 正确 符 烷 , 这 种 题目 称 
为 多 解 型 选择 题 ， 解 管 这 种 类 型 的 题目 ， 需 要 省 虚 每 个 选择 支 都 
有 被 选 的 可 能 (当然 结论 互相 排 不 的 选 反 支 不 可 能 同时 被 选 )， 记 
以 一 般 具 有 较 大 的 难度 , 并 且 寄 案 被 狂 中 的 概 座 很 小 . 
【{ 例 3] 已 类 pe 都 是 复数 , 则 @ 25,6 都 相等 可 起 为 ( 小 
(A) gg— b=b—0=0— 吧 
(B) ob = be= om 
(UO) a+8=8+6=60t+e 
DY) 《一 下 一 (一 0 一 《一 全 
( 管 , (A), 《GD ) 
(三 ) 组 合 型 ”由 几 个 选择 支 才能 组 成 正确 党 案 ， 这 种 题 日 称 
为 组 合 型 选择 题 . 
【[ 情 3 方程 人 BryT 广 Dx 十 By 十 六 一 0 表示 一 个 与 gw 
轴 相 切 于 符 标 原点 的 回 的 充 要 条 件 是 ( )， : 
(Ay B=0; (B) D=0 (0) EB=0; DD) fF=0, 
(B} B+0; (F) Dz0, (GQ) Bz¥0, (H) PF+0. 
《 答 .A&), (B), (D), (9G)) 
办 ) 家 伍 型 ” 古 干 中 包含 车 干 个 对 象 ,去 求 这 些 对 象 与 选择 
支 虱 正确 搭配 ， 这 种 题目 称 为 配伍 型 选择 题 ， 配 伍 型 选择 题 题 干 
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中 所 包含 的 对 象 个 数 可 以 与 选择 支 的 个 数 相 等 , 也 可 以 不 等 , 在 指 


本 过程 中 , 珀 个 选 拼 支 可 以 重复 合用 。 
【 例 4]】 忆 知 函数 
y= (vp), Ye VT 


ys— 人 / 芝 ya 
En ,= 
由 向 


及 图 焰 











出 函数 与 图 怕 的 正确 对 应 是 
一 人 一 人 一) 
( 管 ， 纹 一 加 入 及 一 人) gs -DD)， 的 一 人 人) ) 
以 上 四 种 类 型 选择 题 ， 后 三 种 类 型 都 可 以 转化 为 单一 型 选择 
题 ， 如 例 3, 例 3, 合生 可 人 别 转 化 为 下 列 单一 型 题 且 . 
[ 例 2] 已 知 6， 5, 0 都 是 复数 , 潜 虚 . 
(1D) ob=8—0=06—% {2 ob = to 00: 
(38) GD 一 5 十 6 一 和 十 二 (4 (一 区 【一 的 ”一 《一 全 
则 w, 5, 6 都 相等 可 表 为 《 )， 
(0 {B) (DD), (4); 
iD (8), (4).，  { 管 (0)) 
4 84， 


[ 便 3] 已 知 方程 加 十 Bay 十 op 上 De 十 到 十 下 一 0. 
考虑 ; 
(1) B=0; (9 万 -0 (8 B=0, (4) F=-0. 
(5) BO (0) D0 (7) B00 {8) PF#0. 
则 方程 表示 一 个 与 + 轴 相 切 于 坐标 原点 的 圆 的 充 要 条 件 是 ( )， 
(A) {DD), 2), ,8 BB) DD, 9, (DD, Mm; 
(0O) (1), (2), (8); (D) (1), (2), 0). 
( 答 ; (B)) 


【 鲍 本 已 知 国 数 
Yi (CV 2) 多 一 Vo 
，， J 


ja = 44 一 2 


及 图 像 
"| | 多 
7 0 » a . 
(1) 3) ‘3) 








(5) (6) 《人 (8) 


则 阔 数 与 图 像 的 正确 对 应 关系 是 ( 】. 
CA) gi) 一 一 
(B) (8); yat2); va (6; yO—(D), 
(0) tt); gd eB) ft, 


(D) 的 一 (的 一 二 Ye 5), 
‘ 答 . (D)) 

深 了 数学 选择 题 的 类 型 ,学 术 界 存在 的 一 个 重大 争议 十 , 该 不 
该 承认 所 谓 “ 最 佳 弄 ?的 数学 选择 题 。 什么 是 最 佳 型 选择 题 ? 按 基 
市 教育 科学 研究 所 编写 的 一 份 资料 的 解释 是 ， 紫 种 题目 的 基本 模 
式 是 在 每 个 问题 下 有 四 .五 个 可 供 选择 的 答案 , 其 中 仅 有 一 个 是 最 
佳 的 ,， 即 最 符合 题 意 的 管 案 。 王 面 是 "1981 年 二 十 五 省 、 市、 自治 
区 数 堂 竞赛 ”试题 中 前 一 道人 选择 题 ， 


设 w 思 条， (# =0, 土 1， 土 4，, = ) 


刚 mr sina+i+teo 
00g re-F ete 妆 


(4) 多 取 负 值 。 。。(B) TP 取 非 负 值 

(0) 工 取 正 值 ， 。。(D) 于 取 值 下 正 可 负 
此 是 有 关 答 案 的 说 明 是 因为 a 代 ， b=0, 1， 圭 2，…， 
所 以 霹 w，ec 志 a 均 存在 , 且 sine，cosa 无 一 为 零 , 亦 无 一 为 一 工 


Sin2mw ong ot Sin gin 1 ooge 
二 一 + 
CO Bin et O08 nog2C 1-asine 





因为 ginim>>0, oo090>0, 工 HToosw2>0 ， 工 十 BinezD， 所 以 人 0 
人 远 (0)， 

现在 的 间 题 是 既然 “了 取 正 值 "是 正确 答案 ,那么 “ 字 取 非 负 值 ” 
不 也 蚌 正 码 符 案 吗 ? 难道 “ 正 值 * 不 是 “ 非 负 值 * 冯 ? 这 样 一 来 , 比 题 
散 有 了 两 个 选择 支 是 正确 的 了 ， 这 当然 违背 了 命题 者 揭 原 意 ， 按 原 
意 ， 罗 为 集 台 芝 '| 邓 > 时 是 你 合 这 关中 的 真子 集 ， 所 以 (是 比 
(B) 更 佳 -的 管 案 , 所 以 应 该 选 (0), 如 果 有 的 考生 选 \B), 应 评 为 
错 答 . 

青 举 某 座 一 试题 为 例 ， 
.386 。 


也 条 对 角 线 相等 .互相 平分 且 圭 直 的 四 边 形 着 

(4A) 平行 四 边 形 ; ”(B) 齿 形 ; 

(QO) 蓉 形 ; (D) 正方 形 ， 

此 题 按 命题 者 的 要 求 是 选 人 P) ,但 实际 上 (A), (B), {0), (DPD) 
每 一 个 都 可 以 考虑 ,所 以 该 命题 的 出 法 欠 妥 ， 

笔者 认为 选择 题 的 题 于 是 一 个 不 完整 时 句子 或 加 名， 和 包 和 选 
择 支 挫 配 就 构成 一 个 判断 , 也 就 是 命题 . 在 数学 中 , 我 们 关心 的 是 
命题 的 真 假 御 , 世 就 是 判断 是 否 成 立 的 问题 真 命题 就 是 正确 的 ， 
而 假 命题 则 是 错误 的 , 至 于 真 命 题 中 何者 "地 侍 ”, 何者 "和 提 ,这 
是 一 个 相当 模糊 的 问题 , 并 不 是 我 们 所 关心 的 . 实际 上 我 们 也 很 难 
订 出 一 个 统一 的 奖 量 标准 , 比如 说 , 能 否 以 精确 度 来 奖 量 呢 ? 根 据 
印度 的 数学 天 才 拉 玛 努 扬 (9. Ramanujan) 的 构思 , 现 已 有 人 用 电 
脑 将 圆周 率 症 的 划算 到 第 180 万 位 ,这 当然 有 一 个 非常 精 太 的 数 
慎 , 但 是 在 实际 计算 中 把 它 直 接 兴 来 合用， 无 疑 是 不 可 电 侈 的 事 ， 
某 人 回答 别人 对 他 的 出 生 时 间 的 询问 ， 对 招工 站 来 说 只 要 回答 
1971 年 就 可 , 对 兵役 站 来 说 “最 佳 " 的 回答 是 1971 年 6 月 ,过 于 粗 
畸 当 然 不 好 ， 过 于 精确 也 无 必要 ， 辑 果 此 人 涉及 一 桩 发 生 于 1989 
年 6 月 19 昌 的 刑事 案 ， 存 法 庭 上 他 应 陈述 出 生 于 19 社 年 6 月 30 
日 ， 以 便 瑞 定 他 是 一 个 “未 成 年 人 ”。 记 以 ， 精 确 与 否 并 不 能 作为 
“ 佳 " 与 “不 和 住 " 的 标准 ， 

我 们 注意 到 ,不 少 论 者 都 认为 在 单一 选取 选择 支 的 指令 下 , 要 
求 在 若干 个 本 属 正确 的 选择 支 由 全 定 一 个 “最 佳 ” 的 结果 来 ， 这 人 不 
仅 是 困难 的 ,而 且 杰 身 已 经 违背 了 指令 性 语言 的 要 求 ,说 明 这 个 题 
目 是 不 正确 的 ,如 王 保 礼 就 在 文中 中 指出 “在 一 些 选择 题 的 题 首 , 说 
明了 在 每 组 供 选 择 的 答案 中 , 只 有 一 个 管 案 是 正确 的 ， 这 时 当然 
就 不 能 人 旬 许 有 多 个 正确 的 被 选 支 并 存在 一 题 的 现象 . “在 实际 授 题 

[x] 王 保 礼 < 关于 编 筷 数 学 选择 题 的 -- 些 认识 3, < 数学 通报 >1985 年 第 7 期 
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过 程 中 如 前 例 , 由 “02 取 正 值 "正确 立即 导致 “ 昌 )2 了 到 丘 钢 值 - 
正确 ， 国 为 不 可 能 有 两 个 正确 的 答案 ， 所 以 必然 认为 (是 错误 
的 ， 玫 先 将 (排除 ， 这样 一 来 ， 话 试 者 所 选 的 答案 又 与 命题 者 的 
意图 相左 ,不 可 避免 地 会 产生 混乱 和 评分 的 困难 , 所 以 我 们 的 结论 
大 ,所 谓 最 佳 “数学 选择 题 在 理论 上 是 难以 成 立 的 , 在 实 戏 上 是 
有 有害 的 。 


第 二 节 解 法 


如 上 池 所 述 , 数学 选择 题 中 最 常见 的 是 单一 型 选择 题 ,而 且 其 
他 类 型 的 选择 题 都 可 以 转化 为 单一 型 选择 题 ， 所 以 在 本 节 中 我 们 
状 重 研究 单一 型 数学 选择 题 的 解法 ， 并 约定 所 举 备 例 痢 是 单一 型 
的 、 

有 些 学 者 和 教师 认为 , 解数 学 选择 题 都 应 该 采用 直接 法 , 即 从 
题 干 中 所 给 出 的 条 件 出 发 ,根据 定义 ,定理 ,法 则 ,进行 直接 计算 .证 
明 .判断 ,得 出 结论 ,然后 与 各 选择 支 对 照 , 选 出 其 中 正确 的 管 案 .其 
实 这 是 一 种 不 正确 的 观念 ， 因 为 单一 型 数学 选择 题 受 指令 性 请 育 
“有 且 只 有 一 个 管 案 是 正确 ”的 约束 ,所 以 往往 可 以 用 间接 法 来 解 
即 在 个 选择 支 中 ,如 能 判断 其 中 (6 一 1 个 选择 支 是 错误 的 , 那么 
剩余 的 1 个 , 虽然 我 们 没有 直接 去 研究 它 ,但 是 由 于 其 余 各 选择 支 
已 全 部 被 排除 , 从 而 就 间接 地 骨 定 了 剩余 的 1 个 是 正确 答案 . 从 某 
种 意义 上 说 , 间接 法 正 是 体现 了 单一 型 选择 题 所 具有 的 特点 , 因而 
是 一 种 更 重要 的 ,更 优越 的 解 题 方 法 ， 间 接 法 又 称 为 排除 法 ,其 中 
又 可 以 分 为， 

(一 ) 梳 念 排除 法 ”由 已 知 条 件 推 导出 某 此 结果 , 运用 这 些 结 
果 并 结合 已 知 概念 和 真 命题 排除 迷惑 支 。 

概念 排除 法 的 模式 是 
号 。 






由 已 若菜 桩 
可 推 民 出征 
癌 靖 果 * 










是 否 已 排 
除 + 态 3 万 外 的 所 
有 选 样 左 * 





【 例 5] 已 知 一 个 正 数 了 I 前 倒数 万 的 常用 对 数 的 首 数 为 a 
尾数 为 58 关 0), 则 站 的 常用 对 数 的 (”). 

(4) 首 数 是 一 ,尾数 是 一 1 一 8 

(B) 首 数 是 一 a 一 1, 尾数 是 一 

(0) 首 数 是 二 ,尾数 是 二 ; 

(D) 首 数 是 一 a 一 1 尾数 是 1 一 5 

解 : 很 据 常用 对 数 的 性 质 ,“ 常 用 对 数 的 尾数 是 小 于 1 的 非 负 
数 , "而 由 已 知 5 类 0, 可 得 

一 5<0， 

这 就 排除 了 (B)) 

还 可 得 —i~b<0, 
这 就 排除 了 (A 


"120 。 


又 由 于 > 了 


可 排除 (0). 

所 以 本 题 应 选 4D). 

【 例 6] 已 知 周 长 为 有 理 数 的 等 厦 三 角形 其 底 边 上 的 高 等 于 
底 边 之 举 ( 图 ?~ ,那么 ( ). 

() 厌 和 底 边 上 的 商都 是 无 理 数 

(B) 原 和 底 边 上 的 高 玫 是 有 理 数 ; 

(0) 腰 是 有 理 数 , 底 馆 上 的 高 龙 无 理 数 ; 

(D) 三 是 无 理 数 , 底 边 上 的 高 是 有 理 数 ，. 

解 : 由 己 知 等 厦 二 角形 的 底 边 上 的 也 等 于 底 边 之 单 ,所 以 这 是 

一 个 等 原 直 荐 三 角形 . 


7 设 此 三 角形 的 吴 为 世 底 边 上 的 高 为 
则 次 边 为 2%， 由 


周 长 = 名 二 9% 一 244 十 且 一 有 理 数 ， 
| 得 -二 天 = 有理数， 

因 次 “了 浴 个 有 理 数 之 差 沟 有理 数 ”， 所 以 当 训 名 中 之 一 为 有 更 
数 时 , 坊 一 个 恒 不 可 能 为 元 理 数 , 这 就 非 除 了 (0), (D)， 

叉 因 为 “ 辆 个 有 理 数 之 比 为 有 理 数 ”, 而 1:h 一 V23，~v 2 是 无 
理 数 ,所 以 志 癌 不 可 能 都 是 有 理 数 , 于 是 又 排除 了 (DB)， 

所 以 本 是 应 和 渤 ( 太 )， 

(二) 特例 排除 法 ”构造 符合 已 知 条 忻 的 特殊 例子 , 如 特殊 图 
形 .特殊 的 逆 量 关系 等 , 排除 迷惑 支 . 

特例 排除 法 的 逐 辑 依据 是 , 对 于 一 个 全 称 骨 定 判 断 “ 折 有 8 是 
p ， 我 们 只 要 举 出 一 个 反例 “有 一 个 8 不 是 p”, 就 可 断定 上 述 命题 
为 假 . 

特例 排除 法 的 模式 是 
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用 此 特 便 
对 照 选择 上 支 t 让) 
是 击 凋 盾 * 











1 站 是 迷 感 支 






年 否 已 排 
除 ! A 1 之 外 的 所 


有 选择 友 ? 
[ A ' 是 上 晴 符 守 | 


特例 排除 法 是 排除 法 中 最 常用 的 一 种 方法 , 它 具 有 简练 .快捷 
的 优 氮 。 如 例 6G, 用 特例 排除 法 的 思路 ,我 们 只 要 构造 出 一 个 讲 足 
已 知 条 件 的 特例 ， 即 局 长 为 有 理 数 且 底 边 上 的 高 等 于 底 边 之 半 的 
三 角形 ,如 









h=v/ 2 -1,1-2—V2, 
这 里 的 有 了 都 是 无 理 数 ， 而 周 长 为 有 理 数 ， 就 可 排除 (B)，(0)， 
(DD), 从 而 选 {&)， 
【 悄 了 】 已 知 1<z<e, 则 1logoe*，Uogom) 与 logo (logsa 2) 的 
大 小 关系 是 ( ). 
(A) (loga2) 一 logaw <loga loga0); 
(B) logar < (lo0gs 2) < lopgs (oga®); 
(O) logoetlopg wm) < {10g02)’ < logor 
(D) Jogallogo®) <10go tg 一 (logoz) z 
解 ; 取 满 足 已 知 条 化 1<oe<a 的 其 个 = 值 , 如 z= 二 vw. 有 
logs ”=— loga (Vv @ )3 一 性 
,1 全 。 


(ago (logs VE) ( 诗 ) =- 玉 


iog。flogua) =1cga lors se ) = lg <0， 


于 是 可 排 际 (AA), (B), (DD) ,所 以 选 (0). 

(三 ) 检验 排 徐 法 ”将 选择 支 代入 题 于 所 给 出 的 已 和 条件, 如 
不 合 , 苑 可 排除 ， 

检验 排除 法 与 概念 排除 法 、 特 便 排 除法 的 区 别 在 于 ， 后 两 者 
都 是 从 已 知 条 件 出 发 考虑 问题 ， 而 检验 排除 法 则 是 从 各 选择 支出 
发 代入 己基 条件, 以 达到 排除 迷 瓦 支 的 目的 , 其 模式 是 









选择 去 ! 站， 
站 这 态 去 阿 ; 


例 8】 满足 方程 臣 候 二 驻 一 告 的 最 小 正信 为 ( )。 
(A) 605 人) 15° (0) 45° (D) 30°. 
解 ; 将 各 选择 支 由 小 到 大 加 以 排列 , 做 次 检验 ， 
考虑 (B), 代入 方程 左边 得 0 闻 二 ,应 予 排除 ; 
考虑 (D), 代 入 方程 左边 得 
人 


tr 15° _ 。__ 1— cos30° 2 
te 45° tg 18 Bin B30? 





应 予 排除 ， 
考虑 (中, 代入 方程 左边 得 


所 以 本 题 应 选 (0) 

对 于 选择 题 的 解法 , 我们 作 几 点 分 析 

(一 ) 直接 解法 与 间 楼 解法 各 有 其 不 可 代替 性 和 局 限 性 站 
接 解法 与 间接 解法 是 选择 题 的 两 大 解法 体系 ， 当 我 们 审视 某 些 具 
体 题目 ， 控 求 它 的 解法 时 ， 将 会 发 现 直 接 解法 与 间接 饰 法 都 具有 
各 自 不 可 代 将 性 ， 就 是 说 ， 一 些 题目 适 合 于 直接 解法 ， 而 一 般 不 
适合 间接 解法 ， 另 一 些 题 目 适合 间接 解法 ， 而 不 适合 直接 解 波 . 
当然 也 有 不 少 两 种 解法 都 适合 的 题目 ， 以 上 两 种 解法 中 一 种 解法 
的 不 可 代 殉 性 , 从 另 一 方面 来 看, 也 是 另 一 种 解法 的 局 限 性 ， 如 全 
1 弓 该 用 直接 解法 。 驻 如 ; 

【 例 9]” 设 函数 .jz) 在 w=0 处 无 意义 ,如 果 对 于 所 有 非 零 实 
数 ,等 式 f(w) 十 对 ( 荆 )=3w 成 立 , 那么 适合 方程 Ko) 一 (一 过 
的 = 值 ( ). 

(A) 恰 有 一 个 。 人 @B) 恰 有 二 个 ， (0) 没有 

(D) 有 无 穷 多 个 ; (EB) 以 上 结论 都 不 对 . 

对 十 这 道 题 日 , 我 们 用 直接 法 来 解 是 很 自然 的 想法 , 因为 我 们 
必须 首先 根据 条 件 求 出 “f《w) = 了 (一 ”所 表示 的 具体 式 子 ,实际 
上 ,用 十 葡 痪 w， 可 得 对 (w) 二 用 三 ) 一 部 ,此 式 与 原 方程 联 立 ,上 


» 1 + 


可 和 解 查 (ao) 一 让 一 志 , 这 是 一 个 个 画 数 ， 于 是 了 (2) ~ 了 (一 四 成 为 


恒等式 ,所 以 本 是 应 移 (D)， 容 这 题 中 , 交接 解 法 是 无 能 为 力 的 ， 

但 是 有 些 题 目 , 如 便 6, 它 的 原型 是 传统 题 , “证明 周 长 为 有 进 
数 的 等 乃 直 骨 三 角形 的 采 科 底 边 上 的 融 剖 是 无 理 数 .“ 此 题 是 用 则 
接 证 法 ( 反 证 法 ) 证 明 的 , 所 以 改编 为 选择 题 之 后 , 必然 不 能 采用 直 
接 解 法 ， 此外, 由 于 选择 题 具 有 答案 现成 确定 的 特点 , 因此 给 编 是 
者 提供 了 这 样 的 可 能 ， 即 编 屿 虽然 无 法 运用 必要 的 知识 直接 解 出 
综 朵 , 但 却 可 以 排除 其 爹 部 迷惑 支 的 题目 . 

[全 1I0j 方程 一 982 一 223 一 p* 二 4=0{ ). 

(A&) 没有 实数 报 ; (B) 恰 有 两 个 让 腊 负 报 ; 

(U) 栓 有 一 个 负 根 ， “D》 以 上 结论 都 不 对 . 

由 于 本 题 中 给 出 的 是 一 个 六 次 方程 ， 我 们 无 法 直接 求 出 它 的 
六 个 根 , 然后 逐一 与 各 选择 支 对 照 ,但 是 却 可 能 根据 方程 左边 多 项 
式 的 系数 特点 ,引出 方程 的 要 所 具有 的 荣 些 特征 , 从 而 排除 题目 中 
的 迷 感 支 。 洋 际 上 者 设 人 2) 一 一 3 一 22 一 2 十 4 则 有 


To) >0, (<0): 由 
子 (07 一 全 0 ® 
7 人 人 一 一 1<0. ® 


出 中 知 方 程 没有 负 根 , 从 而 排除 (B)，(0); 由 国 , 轩 知 在 区 间 
(0,1) 上 方程 有 一 个 报 , 从 而 排除 了 ( 态 ) ,这 样 就 得 到 了 本 题 选 (D) 
的 鱼 论 . 
(二 ) 直接 解法 与 间接 解法 要 机 活 适用 这 里 有 三 层 意思 
(对 于 既 可 以 用 直 护 解法 也 可 以 用 间 苇 解法 的 题目 ， 要 根 
据 题 日 特点 在 两 者 之 间 愉 党 选取 ， 在 思考 方向 上 要 充分 注意 是 否 
能 爹 部 或 部 分 运用 间接 解法 ， 因 为 间接 解法 一 般 基 有 更 大 的 优 墟 
性 ; 
194 。 


(3) 对 于 限于 用 直接 解法 的 题 上 月 ， 也 要 在 诸 过 到 问 了 上 作 合 再 
选择 

(3) 对 诗 限 于 用 间 按 解法 的 题目 ， 癌 样 要 洛 诸 密 取 问 上 进行 
合理 选择 ， 

[ 例 11】 如 果 瑟 ww 边 形 玉 (rn 产 拉 的 所 有 对 角 线 者 相等 , 卉 公 
( ). 

(A) FE {四 边 形 }; 

(B) 万 E { 吾 边 形 }; 

(0) 天 E {四 边 形 } U1{ 王 边 形 }; 

(D) 了 FE { 边 术 等 的 多 思 形 } U {内 角 相 等 的 多 边 形 }， 

(1982 年 二 十 八 省 ,市 ,自治 区 联合 数学 竞赛 试 顾 ) 

我 们 首先 注意 到 如 果 (A), 思 ) 中 有 一 个 成 立 的 话 , (0) 一 定 成 
立 ,因此 可 以 排除 (A), (B)， 对 于) , 实际 上 是 可 以 用 皮 证 法 加 
以 证 明 前 ,方法 如 下 : 

如 果 加 条 和 四 边 形 }U {于 边 形 }, 那么 到 是 六 边 或 六 边 以 上 的 
多 边 形 ， 设 口 , 4, B,D 为 了 的 依次 相 邻 的 四 个 顶点 , 型, 太 为 其 
余 顶 点 中 的 两 个 顶点 (如 图 7-2), 连结 AM, AN, BM 及 BA, 
国 为 4H=A4AN=BM=BN， 所 以 AB 寻 ，ABN 是 有 公共 底 边 的 
全 等 等 且 三 角形 , 于 是 夏 , 译音 全 , 这 说 N 


明 除了 OO, 4, B, 力 这 四 个 顶点 之 外 ， 多 人 

边 下 也 的 其 祭 顶 点 都 重合 为 一 点 ,与 假设 ¢ 

漏 盾 ， 上 面前 证 明 过 程 不 算 简 单位 是 我 D 
们 继续 考 虞 用 排除 法 ， 只 要 举 出 一 个 满足 。。“ 问 B 

条 件 前 了 的 特例 ， 等 爵 榜 形 , 即 可 将 (DD 图 7-2 


排除 , 相 比 之 下 , 在 此 题 中 排除 法 远 较 直接 解法 为 优 ， 
全 1 已 知 y=as 十 下 一 qr 一 B, 当 z=7 时 , # 一 7; 出 当 
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(A) -7 Op 17 OO -1 DY. 

此 题 初学 者 极 易 想到 ; 册 已 知 , 当 x=7 时 ,y= 求 出 4 然后 
由 z= 一 了, 求 出 Yy， 这 种 思路 合理 , 但 由 4x7 让 一 74 一 5=7 求 
%, 毕竟 相当 和 党 珊 ， 

如 时 我 们 从 整体 性 考 虚 出 发 , 将 g45 一 二 一 aw 和 看 成 了 (2) ,容易 
发 现 了 (w) 是 一 个 冶 耳 数 , 并 且 有 了 (站 =y 呈 5=13, 所 刘 了 ( 一 7)= 
一 12, 从 出 得 ss= 一 7 时 ,y= 了 (一 让 一 8= 一 12 一 5= 一 7, 于 是 选 
(0). 

以 上 丙种 思路 ， 间 类 直接 解法 ,由 于 思考 的 角度 不 同 ; 优 涯 之 
别 十 分 明显 . 

[ 例 43] 如 图 9-3, z=1 是 抛物 线 g=we? 十 bz 吓 6 的 对 称 

和 输 ， 则 (5 )， 

(A) mbe)., 

(BY a-te-Fo<, 

(OO) Bite 

(D) 20> 3; 

(EY) eo<2b. 

图 探求 本 题 的 解法 时 , 极 易 发 现 ， 
若 令 1 一 Fo , 则 了 (人 =a 了 3+9>0, 了 一直 一 gg 一 8 十 0 二 0, 从 而 
排除 了 (B), (Q)， 由 于 这 一 步 的 成 功 , 使 我 们 继续 沿 着 排除 法 的 
起 路 想 下 去 ， 





因为 抛物 线 开口 向 下 , 所 以 4<0; @ 
又 f(0) =0>0; 人 @ 
由 421 是 狐 物 线 的 对 称 名, 得 一 也- 一 二 ® 
由 中 ,图 , 得 2>0. 二 


由 巴 , 因 ,由 ,得 中 po<0 从 而 排除 (A)， 
198 。 


由 国 得 6=-- 2 代入 ga-5+e<<0， 得 - 蝇 +e<0， 到 3 


之 20, 从 而 排除 (D)， 

综 上 所 述 本 题 应 选 (B)， 

以 上 解法 , 我 们 能 在 不 少 书 中 找到 ,但 是 本 题 用 特例 排除 法 更 
为 简捷 ， 我 们 没 计 一 条 符合 图 形 要 求 的 抛物 线 . 不 妨 令 方程 f(x) 


~0 的 一 个 根 为 -二 ,由 于 图 形 对 称 关系 , 则 另 一 个 根 为 束 , 于 是 


批 物 线 为 : 
,A 
不 妨 腾 5 二 一 4, 于 是 得 
y= Cd 二 82 二 +. 

由 a 一 一 4,5=8, 0 一 5, 就 可 将 LA), (CB) , (0),(D) 全 询 排 除 ， 
从 而 选 ( 了 B)， 

积累 了 以 上 的 解 题 多 了 验 之 后 ,再 反 层 一下, 本题 用 直 搁 解法 也 
是 本 以 轻取 的 . 因为 由 一 地 -一 5 一 5 十 6<0, 即 可 得 38 交 236， 从 
而 28>> 与 。， 考虑 到 o>0, 这 就 证 明了 (EB)o<25。 但 是 我 们 应 该 
承认 , 由 于 已 知 条 件 给 出 的 信息 是 很 多 的 , 而 结论 的 取向 又 有 五 种 
可 能 , 如 何 从 已 知 条 性 中 锯 选 出 有 用 的 信息 , 交 如 何 直 这 地 判断 结 
论 的 取向 , 这 势必 要 经 过 信息 的 多 次 反馈 , 在 解 题 者 有 效 的 监控 下 
才能 达到 胜利 的 彼 居 ， 

(三 ) 对 于 选择 支 “ 以 上 结论 都 不 对 ”的 处 理 “以 上 结论 都 不 
对 ”的 选择 支 ， 出 于 它 的 正确 性 完全 受 其 他 选择 支 的 制约 , 因此 它 
具有 特殊 性 质 ， 

(1) 不 可 直接 肯定 性 。 它 前 正确 性 只 有 当 其 他 所 有 选择 支 均 
被 排除 时 才能 肯定 , 它 是 不 能 直接 被 证 明 是 撕 确 的 ; 

(2) 不 可 直接 排除 性 。 只 有 当 其 他 选择 支 中 有 一 个 被 肯定 为 
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正确 答案 时 才 被 香 定 , 它 是 不 能 直接 加 以 排除 的 

由 续 我们 得 到 证 明 选 择 支 " 以 上 结论 都 未 对 ”为 正确 答案 的 
方法 : 排除 其 但 廊 有 选择 支 , 如 例 10， 由 (我 们 得 到 排除 选择 支 
“以 上 针 论 都 不 对 “的 方法 .证明 其 他 选择 文中 有 一 个 为 正确 管 案 ， 
如 例 9， 

(四 ) 防止 “排除 法 ”的 误 用 ”间接 解法 的 功能 既然 在 于 “ 排 
除 ”， 它 就 不 能 用 寸 “ 肯 定 ”， 当 对 各 选择 交 依 次 进行 “排除 ”, 过 到 
有 的 选择 支 不 能 排除 的 时 候 ， 如 果 把 "不 能 排除 与 肯定” 等同 起 
来 , 就 会 犯 极 大 的 错误 ， 

【 例 44] 当 &, 3 是 两 个 不 相等 的 正 数 时 ， 下 列 三 个 代数 式 ; 








0 

乙 (Vr) 

网 ; (和 一 7 ) 
中 间 , 值 最 大 的 一 个 ( 下 ). 

(4A) 必定 是 甲 | 

(WB) 必定 是 乙 ; 

AD) 必定 是 商 ; 


(D) 一 般 并 不 确定 , 而 与 4, 五 的 取 值 有 关 。 

(1982 年 二 十 八 省 .市 、 自 治 区 联合 数学 竞赛 试题 》 

考虑 用 特例 排除 法 ， 比 如 说 取 4 一 2, 5= 卫 此 时 有 甲 一 中 之 
~4 广 ,天 一 4 36， 于 是 得 

乃 沁 内 之 己 . 

由 此 式 可 排除 (B) 和 (0) ， 同时 此 式 还 说 明了 当 4=2, 5 一 1 
对 “ 甲 的 值 最 大 ”， 但 是 否 由 此 可 得 (4) 是 正确 答案 的 结论 现 ? 不 
能 ! 因为 当 ,5 取 某 些 值 时 甲 的 什 最 大 , 这 只 是 说 我 们 还 “没有 排 
s 10 = 


除 (A)”, 并 不 能 说 已 经 证 明了 “(A) 是 正确 管 案 *， 实 际 上 , 我 们 置 


取 @=3, 8 一 2, 又 得 四 = 等 , 乙 = 他 ,两 一 名 上 .为 了 便于 比较 


大 小 ,进行 通 分 , 得 甲乙 一 人 吕 ,两 一 0， 从而 有 


两 > 甲 > 乙 

由 此 式 又 排除 了 (A)， 所 以 应 选 (D). 

[ 例 15】 已 知 Sinzt+cosw= 二 且 0<w<m， 则 起 o 等 于 
(小 

(A) -人 (B) -了 3 (D) 委 

(CE)》 值 不 能 完全 确定 . 

有 人 采用 “验证 法 ” 解 本 题 , 即 以 雪 v= 一 为 前 所, 然后 计算 
sin wv 十 cog w 得 吝 , 从 而 就 判定 (和 A) 为 正确 答案 , 这 种 解法 在 逻辑 上 
是 有 问题 的 。 因为 在 过 程 中 只 说 明了 "sine+eosz 一 亏 ” 在 题 设 
情况 下 是 “好 w= 一 他 ”的 必要 条 件 ,而 判定 (A) 为 正确 答案 ,需要 
说 明 是 充分 条 件 ， 如 果 我 们 将 题 设 中 的 cain w+cosz 一 二 " 改 为 
人 seo 一 霹 吕 一 1” 就 不 难看 出 上 述 解法 的 雇 误 性 , 实际 上 这 不 是 正 
兢 的 “检验 排除 法 ”。 


党 三 书 编 制 


选择 题 写 传统 习题 相 比 较 ,不 同 点 是 , 数学 选择 题 的 管 案 是 直 
搂 绍 出 的 。 修 腑 正确 管 案 还 须 有 若干 迷惑 支 ， 记 以 精心 设计 迷 感 
文 是 编制 数学 选择 题 和 的 关键 ， 迷 惑 支 恰当 与 否 是 评价 数学 选择 题 
的 楼 心 问题 ， 
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一 、 编 制 方法 

(一 ) 直接 法 ”根据 教学 目的 要 求 进行 档 想 .直接 设计 迷 感 支 . 

如 为 了 丽 固 异 面 直线 的 概念 ， 排 除 对 蜡 面 直线 概念 的 可 能 的 
干扰 ,设计 下 上 题 . 

【 例 16] 两 条 直线 4, 5 是 异 面 直线 , 内 要 满足 ( ). 

AAA 6, 上 了 不 相交 ， 

() 存在 平面 型 , 站 ,使 4,5 分别 在 平面 型 , 访 内 ; 

Ku) 存在 平面 型 ,使 5 在 型 内 ,5 不 在 型 内 ; 

(D) 以 上 结论 都 不 对 ， 

\ 答 , (D)) 

如 为 了 进一步 明确 诱导 公式 的 规律 , 设计 下 题 ， 

【 例 17}] 设 4=100°, 那 么 co8(180? 二 中 等 于 ( ). 

(AY gina; (B) 一 Binam 《CD ocogo 

(D) 一 co08% (有志 以 上 管 案 都 不 对 ， 

( 答 , (D)) 

本 题 中 上 一 100" 是 洛 余 条 件 ， 目 的 在 于 检验 受 试 者 思维 的 党 
痢 性 ， 如 菏 受 此 多 余 条 件 的 诱惑 ， 错误 地 认为 ; 既然 a=100”, 则 
180 "十 % 是 第 四 象限 的 角 , 选 了 (0Q)cosw 或 (B) 一 gina, 就 说 明 受 
试 者 对 诱导 公式 和 的 记忆 各 理解 是 不 深刻 的 ， 

又 如 为 了 防止 对 “二 项 式 系数 ”和 “二 项 展开 式 中 某 个 字母 的 
系数 "产生 混 泣 ,设计 下 题 ， 


[ 例 18】 如 果 (V5 十 六 三】 展开 式 的 第 二 项 与 第 四 项 的 
二 项 式 系数 之 比 为 1:12, 那么 等 于 ( ). 
(一 5 或 - (0 10，(D) 0 或 -7 
( 管 (O]) 
(二 ) 改造 法 “改造 常规 的 计算 题 ,证 明 题 , 轨 迹 题 , 除了 正 克 
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答案 之 外 , 再 设 辕 儿 个 迷惑 支 即 可 ， 

如 计算 题 “ 求 lz 一 1 js 一 3|+M 如 十 本 TT( 其 中 一 工 < 
w< 工 产 可 改造 为 ， 

【 便 19] 如果 

~ E01, 8 一 13 一半 | 十 jz 一 引 十 45 上 dz 十 二， 
那么 4 等 于 (  ), 
(A) 28-3 {BB) 天 {0) -14t-8 (D) 和 一 3. 
( 答 : 《了 B)) 

多 如 证 明 题 “ 设 ge<0， 一 1<25<0, 求证 四 > “本 改造 
为 

[ 例 20】 如 果 &4<0, 一 J<8<0, 那 么 ( )， 

(AY oab>abs, (BY ob -ab >a, 

(CO) ab>ab sa, (DD) wh>o> oa’, 

(等 : 中) 

(三 》 深化 法 ”研究 某 些 问题 的 结论 , 加 以 控 握 、 深 化 , 区 和 分 哪 
些 是 可 以 引出 的 正确 结论 , 娃 些 则 是 不 能 引出 的 , 然后 将 这 些 结论 
绢 成 选择 廊 ， 

研究 图 7-4, 其 中 4B0O 是 直角 三 角形 , “OO=90", 圆 口 以 BO 
为 直径 ，48B 与 圆 口 交 于 力 点 , 过 力 引 加 0 
的 切线 交 4O 于 召 ， 我 们 可 以 得 出 如 下 结 
论 : 

(也 如 是 40 前 中 点 

(2) 卫生 如 万 一 2 一 也， 

(3) LAA=/BOD; 

(4) DE= AN. 
但 不 能 得 出 了 D 避 平 苍 了 4DO, 于 是 可 编制 出 下 题 : 
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[ 便 3211 设 RbAABO 的 直 前 边 30 为 加 O 的 直径 ， 此 
交 斜 按 4 吾 于 了 ,过 五 作 圆 日 的 切线 变 G4 于 吾 , 则 以 上 资料 不 
足以 证 明 

‘起 ) 成 召 平分 4G; 人) 人 ABD-24 人 #5; 

(OO) A BOD, (DD) DE= .AD, 

( 古 ) DH 平分 4D0. 

( 符 ， (0 ) 

又 如 我 们 研究 和 48G 的 三 边 &，5, 0 成 等 差 数 列 的 充 要 条 
忻 , 得 出 下 面 几 种 不 间 的 形式 . 

(1 2gin B=ain A+ain OU, 


(8) otg 持 o 人 = 


(4 & oo08 ‘Sto COA 54- 
于 是 可 编制 出 下 题 : 


I 例 22] 在 和 4BG 中 ， 下 面 种 结论 与 其 他 结论 不 等 价 的 是 


( 小 
(A 3ain B=gin A sind, 


(B) ctg 地 ,cp 芝 , ctg 全 成 等 莽 数 列 


(0) 起 忆 如 全 一 3; 
(D) gooa Soco 后 = = ， 
( 答 ，(0)) 
(村 ) 辨析 法 ” 搜 集 平时 常见 的 错误 , 如 类 念 的 混 洪 , 不 考 虚 
队 合 条 和 件 , 忽视 特例, 推理 不 局 等 ,加 以 辨析 , 然后 编制 题目 、 
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如 搜索 关于 无 理 数 的 梳 念 的 错误 , 编 出 ， 

[ 例 23】 无 理 数 是 ( ). 

(4) 正方 形 的 对 角 线 与 一 边 之 比值 

(B) 不 能 用 分 数 表示 的 数 ; 

(OQ) 无 限 循环 小 数 ; 

(D) 用 根 惫 表示 的 数 . 

( 管 ，(B)) 

如 发 现 学 生 容 易 忽视 椭圆 的 特殊 点 (如 顶点 ) 到 焦点 的 蜡 离 
与 该 点 到 准 线 的 距离 之 比 是 粮 贺 的 
离心 率 ， 不 能 从 不 同 的 角度 去 理解 
椭圆 的 离心 率 这 一 概念 ， 可 设计 下 
三. 

[ 例 24】 如 图 7-5， 已 知 粮 国 
的 中 心 为 O， 左 焦点 为 万 ，A4 为 顶 图 7-5 
点 , 准 线 ? 交 04 的 延长 线 于 马 , PQ 是 由 加 上 的 点 ,是 卫 11 
于 也 总 和 | oOd 则 

(D) pi (2) 二 zi (8) HH 

| 

(WT 加 1 地 
这 五 个 式 子 中 由 未 椭 辐 离心 率 的 式 子 的 个 数 是 ( )， 

(A) 3 (B) 8 (O44 DS 

(BH) 以 上 结论 都 不 对 ， 





( 管 ，(D)) 
又 如 解 题 日 "关于 5 的 方程 (一 了 说 十 十 Dw 十 1 = 站 有 
实数 根 , 求 m 的 取 从 范围 “发现 两 种 错 避 管 案 ， 


(LD) | -1， 忆 |. 其 错误 原因 是 只 考虑 由 判别 式 4>0， 而 名 


e 了， 


略 方程 是 不 是 一 元 二 次 方程 
@) (~1,， DU(1， 二]. 其 错误 原因 是 以 为 当 mm= 二 工时 


所 给 的 方程 便 不 是 一 元 二 次 方 种 , 因此 应 所 期 除 。 而 实际 上 当 0 
“1 时 方程 变 为 22 十 1=0, 仍 有 实 根 ， 

于 是 编 出 下 题 ， 

【 例 25] ”如 果 关 于 ze 的 方程 

[ras 一 1)oa 十 (m+1)o+1i=0 

有 实 根 ,那么 m 的 取信 范围 是 ( ). 

(8) [-1, 5) (3) (-1, D UG, £1 

(0) (一 4， 三 |， (D) 以 上 答案 都 不 对 . 

( 答 ，(0)) 

二 、 编 制 数学 选择 题 的 厌 则 

(一 ) 科学 性 ”题目 的 题 设 条 件 必 须 足够 ， 语 言 要 准确 , 正确 
的 选择 支 的 个 数 应 符合 指令 性 语言 的 要 求 ， 当 前 不 符合 科学 性 原 
则 的 琶 目 在 各 种 书刊 .考试 中 展 有 所 见 , 娃 使 在 金 轴 性 的 高 考试 题 
和 数学 竞赛 试题 中 也 未 能 完全 避免， 足见 问题 的 一 赣 ， 下 面 是 某 
市 1984 年 初中 数学 党 赛 古 


( 例 26】 使 等 式 W S2 -二 3/ 成立 的 条 伯 是 ( )， 





(A) as0 8 天 0 060, 

(BY ga<0, 0, "0, 

(0) 6 基 任 何 实数 , 50, 0o= 人 0 

(D) sa 是 任何 实数 ,5 对 0, 0=0 或 5<0, 50, o>0. 

此 题 由 于 根 式 中 的 字母 的 取 值 范 苇 课本 中 莹 作 过 几 次 不 同 的 
. 204 。 


规定 0; 是 什么 "条件 呢 ? 是 充分 条 件 ,必要 条 件 ,还 是 充 要 条 忻 ? 是 
在 所 组 的 式 子 已 经 有 总 义 的 前 提 下 米 求 条 件 四 ?这些 都 使 人 让 产 
生 分 此 , 英 束 一 是 , 说 明 题目 的 科学 性 问题 应 引起 我 们 高 上 度 重视 ， 
《二 ) 有 获 性 每 个 选择 支 都 庶 该 是 有 效 的 , 都 应 当 有 被 选 的 
可 能 .也 就 是 说 , 只 有 当 进 一 步 理解 、 分 忻 题 意 , 有 上 的 还 要 通过 设 
值 、 演算 、 推理 等 步 双 之后, 它们 之 中 的 迷 感 支 才能 排除 .保持 数 
学 选择 题 掀 有效 性 原则 , 要 诗意 两 个 问题 ， 
(1) 不 要 设置 即使 不 结合 题 意 也 能 运用 逻辑 判断 予以 排除 欧 
选择 支 、 如 例 10 中 欧 ( 太 ), (B) 就 是 这 样 的 选择 去 ， 
(2) 不 要 设置 与 题 设 条 件 由 接地 ,明显 地 相 注 盾 的 选择 支 , 如 
【 例 2571 已 知 abcd<0, 4 过 0, >0, 那 委 人 )，, 
(A a>0, 6>0, o>0, 3>0, 
(B) qx0, 6<0, 0>0, a<0 
(OO gs<0, BL0, 6<0, > 让 
(PY 6<0 8>0, 0<0, d<0, 
以 上 选择 支 (4)，(B) 中 的 "20 {也 中 的 ' 好 <0” 直接 与 已 知 条 
性 巴 盾 , 庶 选 择 文 自然 不 必 考 虑 , 平 是 只 列 下 9), 它 必然 是 正确 答 
沫 .未 结合 全 部 已 知 条 件 加 以 考 肤 ,就 先 出 了 正确 管 案 , 这 样 的 
题 月 当然 没有 价值 ， 
(三 ) 似 豆 性 ”每 个 迷 感 支 都 能 反映 受 试 者 的 知识 中 存在 某 
各 缺陷， 是 编 题 者 所 设置 的 一 个 陷阱 ， 尖 感 支 不 应 是 一 个 随意 写 
上 去 欧 数 (或 缚 论 ;， 如 便 19, 当 化 去 |z 一 11,， |w 一 中 中 的 绝对 值 
记号 或 4w*”++4w 十 1 中 的 根 号 时 ， 如 果 发 生 符号 错误 ， 就 将 导致 
(A), (人 0 或 (D) 这 些 迷 感 支 欧 选 择 ; 又 如 例 18, 当 将 “二 项 式 花 数 ” 
误 认 为 字母 的 蒜 数 "时 ,就 将 时 致 选择 (4) 的 错误 , 过 题 目的 潜 
中 到 中 代 考 第 三 册 ,19 蛙 年 1 月 版 第 中 页 中 规定 : “ 根 式 中 的 学 母 取 复 怠 俩 根 
武 有 音义 邱 功 站 年 世上 月 版 第 45 让 中 规定 :…“ 根 式 中 的 所有 字母 都 表示 正 数 ,” 
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条 件 “ 为 自然 数 ” 被 忽视 时 , 就 将 错误 地 选择 CD) 或 (B), 所 以 这 
两 个 例子 中 的 迷惑 支 都 具有 和 较 强 的 似 真 性 . 

(四 ) 灵活 性 ”解法 的 灵活 性 是 选择 题 的 一 个 特点 , 也 是 选择 
题 在 肉 养 思维 的 多 向 性 、 批 判 性 方面 的 一 个 侯 点、 除了 直接 解法 
之 外 ,有 的 题目 还 可 以 用 概念 排除 法 、 特 例 排 除法 、 检验 排除 法 等 
教学 选择 题记 特有 的 方法 来 解 . 编 题 时 应 力求 体现 灵活 性 的 特点 ， 
如 例 6, 例 13, 例 0 等 县 ,它们 的 解法 都 是 比较 灵活 的 ， 

(五 ) 优美 性 ， 题 目的 形式 应 力求 简明 ,和 谐 及 对 称 。( 四 ) 中 
所 举 三 例 , 在 形式 上 也 是 优美 的 ， 


第 四 节 可靠 性 和 评分 标准 


对 数学 选择 题 的 评价 褒贬 不 一 ， 其 事 分 原因 涉及 可 靠 性 和 评 
分 标准 的 合理 性 .本 节 就 单一 型 选择 题 对 这 个 问题 进行 分 析 ， 

一 、 可 者 性 

假定 应 试 者 对 考试 内 容 全 然 无 知 , 用 盲目 狂 管 的 方式 , 随机 地 
到 一 选择 支 作为 管 案 , 其 得 分 情况 如 何 ? 这 是 研究 选择 题 可 靠 性 的 
主要 关键 . 方法 有 两 种 : 

(一 】 总 体 法 ”如果 试卷 由 %* 道 选择 是 构成 ,每 题 均 有 ?% 个 先 


择 支 , 由 于 答题 时 是 任意 选取 , 因此 猜 对 的 破 率 是 p 一 二 ， 犹 错 的 
吸 率 是 9 一 1 一 p 一 也 一 一 ， 攻 n 道 中 犹 对 的 是 数 为 2, 则 % 旦 二 项 
分 布 , 它 的 





均值 上 一 np， 标准 差 of= VY wripg . 
当 w 充分 大 时 , 可 以 认为 服从 正 态 分 布 , 因而 进行 标准 化 , 得 


“的 标准 化 随机 变量 1 一 一 一 所 ,于 是 


:306 。 


3 


= 有 


加 Wm 1 
向 三 岂 十 ATC 


nt nm 一 二 


加 1988 年 全 国 高 等 学 校 招生 理科 数学 斌 着 中 有 ,18 道 选择 
题 , 每 道 题 有 4 个 选择 支 , 取 俱 度 为 5 多 ， 则 由 (加 式 并 查 正 态 分 布 
囊 , 本 得 猪 对 上 限 为 


15+2,39 ~ IS 
7 


若 取 信和 上 度 为 8%, 则 可 得 猜 对 上 限 为 
15+2,58 V15(4-1) eg 5( 蜂 ) 
二 四 画 


以 上 计算 表明 在 该 次 考试 中 , 可 能 有 由 名 的 应 试 者 猜 对 数 在 
7 了 .7 了 有 题 以 下 ,可 能 有 的 ,5 多 的 应 试 者 狂 对 数 在 6.5 题 以 下 . 
又 当 等 于 年 什 和 和 时, 考察 
_ nt nm— 1 
多 站 和 了 


1 1/ YY 
时 
当 m 或 % 增 大 时 , y 减少 , 这 说 明 猫 对 题 数 的 上 限 相 对 降低 ， 即 当 
如 , 和 % 较 大 时 ， 选择 题 有 较 高 的 可 覃 性 . 而 当 % 或 w 较 小 时 , 则 可 
靠 性 就 将 降低 , 如 w=5, m= 一 4(1984 年 高 考 ), 取信 和 度 为 5%, 则 狂 
对 上 限 增 为 2.8 题 ,9 一 -一 一 的 多 ， 也 就 是 说 可 能 有 有 5 多 的 应 试 
岩 得 分 在 56 多 以 上 . 这 说 明 可 草 性 就 不 高 了 ， 
(二 ) 个 体 法 ”就 某 个 应 试 者 来 说 , 如 果 试 卷 由 nn 道 选择 题 构 
成 , 每 题 均 有 避 个 选择 支 ， 则 根据 二 项 分 布 公式 , 其 答对 下 (正己 疝 
道 或 坟 道 以 上 的 福 率 是 
类 哇 1 下 77 一 二 | 
PO 


1 
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姐 m 一 三 ,mm 一 6 即 猪 对 40 多 以 上 题 日 的 概率 是 
5 Pol =— 袜 cis( 工 ) (但 ) ~0.1482. 
15, mm 一 4, 天 一 9, 即 猜 对 60 多 以 上 题目 的 概率 是 
号 Po(O)= Sok(i) (F) 0.0041. 

以 上 计算 表明 ， 某 个 应 试 者 参加 1988 年 高 考 , 在 理科 数学 选 
择 题 中 狂 对 40 贸 以 上 题 日 的 概率 较 大 , 达 14 免 以 上 ,但 猜 对 60% 
以 上 题目 的 概率 公 及 4 和 ,可 以 说 是 很 小 的 了 . 

二 、 评 分 标准 

一 道 单一 型 选择 题 有 了 个 选择 支 , 答对 得 久 分 , 答 铺 得 二 分 ， 
不 千 得 站 和 分 . 考虑 一 个 随机 地 进行 猜 答 的 应 试 书 ,车 其 得 分 的 期 
望 值 为 品 出 
因为 对 于 一 个 完全 没有 相应 知识 的 应 试 者 来 说 ， 他 可 能 采取 的 解 
题 对 策 , 或 者 是 不 管 , 或 者 是 随机 地 猜 答 ,所 以 合理 的 评分 标准 应 
该 反映 该 应 试 者 无 论 采 取 何 种 解 题 对 策 , 其 所 得 的 分 数 相 等 , 也 就 
是 说 合理 药 评 分 标准 应 满足 条 件 B= N， 

在 8 一 去 的 条 人 忻 下 , 如 果 交 一 0 那么 有 站 和 0,， 也 就 是 说 ， 如 
果 趟 答 得 零 分 , 那么 答 错 必 须 扣 分 .选择 题 采 取 合 理 鬼 评分 标准 ， 
既 可 防止 应 试 者 产生 育 旧 猜 答 可 占便宜 前 贷 茸 心理， 又 可 解除 应 
试 者 因 惧 怕 选 锡 而 过 网 地 和 撩 分 的 后 顾 之 佐 ， 


现在 考虑 比值 
S—N 
sg 
当 &=0 时 , 评分 标准 显然 是 合理 的 ; 当 8>0 时 , 我 们 称 评 分 标准 
是 喜 盛 性 移 ; 当 < 之 0 时 , 我 们 称 评 分 标准 是 惩罚 性 的 ，| 引 反 喘 评 
分 标准 的 合理 程度 ，|é| 僵 大 , 偏离 合理 的 评分 标准 印 远 ,下 表 列 
,D08 。 


举 一 些 考试 中 选择 题 的 评分 标准 及 其 合理 程度 ， 













者 试 名 称 
1981 年 二 十 无 省 市 自治 区 数学 部 赛 


1983 年 谷中 自若 区 联合 数学 竞赛 
| 1984 和 牛 省 市 自治 区 联合 数学 竞赛 
1985 年 省 市 自 滩 区 市 中 联合 数学 沈 赛 
1986 年 全 国 高 中 联合 数学 竞赛 
1987 年 全 国 高 中 胶合 数学 竞 恬 
1988 年 全 国 高 中 腾 合 数学 竞赛 
1983 年 全 国 高 等 学 校 招 生 束 学 (理科 )} 
省 1984 年 全 国 高 竺 学 校 招 相 数 学 (理科 ) 
1985 年 全 国 己 二 学 梭 招 竺 数学 (理科 ) 
2)| 1986 年 全 国 高 等 学 校 招生 教学 (理科 》 











上 表 所 列 各 例 , (3)，(10)，(I 的 评分 标准 是 合理 的 ，( 卫 的 
评分 标准 是 巧 凡 性 的 ; 其 余 的 评分 标 礁 都 是 壹 励 性 的 ， 
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